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Popis oznaka

Oznaka, .
mjerna jedinica Digs

4. mm dulj.ina dije.:.la nosaca, karakteristicni radijus prijelaza mjerodavan za zareznu osjetljivost za

’ neki materijal
A, mm’ plostina popre¢nog presjeka nosaca

b, mm Sirina profila, Sirina poprecnog presjeka

¢, mm duljina dijela nosaca

C, mm konstanta integracije

C,, mm” konstanta nakon prvog koraka integracije

C,, mm™ konstanta nakon drugog koraka integracije

Cs, mm’' konstanta nakon treceg koraka integracije

C4, mm konstanta nakon Cetvrtog koraka integracije

d, mm promjer osovine, vratila, duljina dijela nosaca

d,, mm unutra$nji promjer cijevi

ds, mm diferencijal lu¢ne mjere duljine

du,J diferencijal unutrasnje energije

dv, m’ diferencijal volumena

dw, mm diferencijal progiba

dw,J diferencijal rada

dx, mm diferencijal koordinate

dy, mm diferencijal koordinate

dz, mm diferencijal koordinate

dw . . .

— derivacija progiba, nagib tangente

dx

d*w o . i N

e druga derivacija progiba, zakrivljenost krivulje

D, mm promjer remenice, tarenice, vanjski promjer cijevi

D;, mm promjer remenice 1

D,, mm promjer remenice 2

da, rad diferencijal kuta

e, mm udaljenost teZiSnice presjeka od pravca djelovanja sile

E, N/mm? modul elasti¢nosti
f faktor sigurnosti pri dinamickom naprezanju
f funkcija ovisnosti najmanjeg dopustenog naprezanja o srednjem naprezanju
£ funkcija ovisnosti najve¢eg dopustenog naprezanja o srednjem naprezanju
F,N sila

F(t),N vremenski promjenjiva sila

F,, N amplituda vremenski promjenjive sile (pri dinamickom optereéenju)
Fg, N sila na mjestu B na nosacu

Faop, N dopustena sila pri izvijanju Stapa

Fy., N kriti¢na sila pri izvijanju Stapa

Fon, N srednja vrijednost vremenski promjenjive sile (pri dinamickom opterecenju)

(F,) >N obodna sila na remenici 1

o
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Fr, N
F,N
Fy, N
Fi,N
F,,N
F!.N
Fi.N
F) N
Fi.N
F,.,N
h, mm
iminy mm
1, mm*
Iminy mm4

4
I,, mm

lp, mm

L, mm

L, mm

L,, mm

M, Nmm
Mg, Nmm
Mp o, Nmm
Mc, Nmm
M,, Nmm
M, 1, Nmm
M, >, Nmm
My, Nmm
M,, Nmm
M,;, Nmm
M,,, Nmm
M,, Nmm
M,;, Nmm

M, Nmm
M;_: , Nmm
M?”  Nmm

z3°

Mf‘,Nmm

MSC,Nmm

Opis

obodna sila na remenici 2

reaktivna sila pri izvijanju Stapa uslijed temperaturnog Sirenja
sila na pravcu osi z

sila koja djeluje na nosac

sila koja djeluje na Stap

sila koja djeluje na Stap

reakcija u leZaju A na pravcu osi y

reakcija u leZaju A na pravcu osi z

reakcija u leZaju D na pravcu osi y

reakcija u leZaju D na pravcu osi z

fiktivna reakcija na analognom nosacu u osloncu A na pravcu osi z

visina presjeka nosaca
minimalni radijus tromosti poprecnog presjeka nosaca, Stapa

aksijalni moment tromosti povrSine poprecnog presjeka nosaca

minimalni aksijalni moment tromosti povrSine poprecnog presjeka nosaca, Stapa

aksijalni moment tromosti povrSine poprecnog presjeka nosaca, Stapa, prema osi y

polarni moment tromosti povrsine popre¢nog presjeka Stapa
faktor povrSinske hrapavosti za dinamic¢ku ¢vrsto¢u

faktor veliine presjeka za dinamicku ¢vrstocu

duljina Stapa pri izvijanju

slobodna duljina izvijanja

duljina nosaca

duljina ravnog dijela nosaca

duljina ravnog dijela nosaca

moment savijanja na Stapu

moment savijanja oko osi y na Stapu u tocki B

rezultiraju¢i moment savijanja oko osi y na Stapu na presjeku B
moment savijanja oko osi y na Stapu u tocki C

moment savijanja na nosacu

rezultiraju¢i moment savijanja oko osi y na Stapu na presjeku 1
rezultiraju¢i moment savijanja oko osi y na $tapu na presjeku 2
moment uvijanja

moment savijanja oko osi y u Stapu

moment savijanja oko osi y u Stapu na presjeku 1

moment savijanja oko osi y u Stapu na presjeku 2

moment savijanja oko osi z u Stapu

moment savijanja oko osi z u Stapu na presjeku 1

moment savijanja oko osi z u §tapu na presjeku 2

moment savijanja oko osi y prema tocki A na dijelu konstrukcije 3

moment savijanja oko osi z prema toc¢ki A na dijelu konstrukcije 3

moment savijanja u tocki A

moment savijanja u tocki C
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MTC , Nmm
MeckV , Nmm
M} ,Nmm
M3, Nmm
M? ,Nmm
M7, Nmm
M*, mm
M: , mm
M; , mm

n
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N

p, Pa

P,W
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7, mm

r, Mm

rp, MM

R, um
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q,, N/mm
qo» N/mm
q*, mm’’
QZ? N

Q*

O..

H
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s, mm

t, S

T, Nmm
U,J
Upa, J

V, m’
w, mm
W, MM

Wiax, 1111

Ul
wg' , mm

B?
M
Wy , mm

W, J

Opis
moment uvijanja u tocki C
ekvivalentni moment u tocki C
amplituda momenta savijanja pri dinamickom naprezanju
amplituda momenta uvijanja pri dinamickom naprezanju
srednja vrijednost momenta savijanja pri dinamickom naprezanju

srednja vrijednost momenta uvijanja pri dinami¢kom naprezanju
fiktivni moment na analognom nosacu

fiktivni moment na analognom nosacu u tocki A

fiktivni moment na analognom nosacu u tocki B

broj poluvalova sinusiode

brzina vrtnje rotora

broj ciklusa opterecenja pri dinamickom naprezanju

tlak fluida u cijevi

snaga koju prenosi vratilo

faktor asimetri¢nosti ciklusa naprezanja pri dinami¢kom naprezanju
prijelazni radijus na Stapu pri dinami¢kom naprezanju, udaljenost od neutralne osi pri savijanju
radijus remenice 1

radijus remenice 2

visina brazde na povrS$ini obradenog dijela

faktor zarezne osjetljivosti materijala pri dinamickom naprezanju
raspodijeljeno opterecenje na nosacu

zadana vrijednost raspodijeljenog optere¢enja na nosacu
raspodijeljeno opterecenje analogne grede

poprecna sila na presjeku nosaca

poprecna fiktivna sila analogne grede

poprecna fiktivna sila u tocki A analogne grede na presjeku

poprecna fiktivna sila u tocki B analogne grede na presjeku

krivocrtna duljinska mjera, debljina stijenke cijevi
faktor sigurnosti pri izvijanju

vrijeme

moment uvijanja na Stapu

energija deformiranja

gustoca energije deformiranja

volumen

progib nosaca

progib nosaca u tocki A

najveci progib nosaca

progib nosaca u tocki B uslijed djelovanja raspodijeljenog opterecenja g
progib nosaca u tocki B uslijed djelovanja sile F
progib nosaca u tocki B uslijed djelovanja sprega M

rad naprezanja na elementarnom volumenu materijala
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Opis

aksijalni moment otpora popre¢nog presjeka nosaca
polarni moment otpora poprecnog presjeka nosaca
koordinata u Descarteovom koordinatnom sustavu
koordinata u Descarteovom koordinatnom sustavu
koordinata u Descarteovom koordinatnom sustavu
kut zakreta tangente na elasti¢nu liniju

koeficijent temperaturnog Sirenja materijala

najveci kut zakreta tangente na elasti¢nu liniju

faktor koncentracije naprezanja

efektivni faktor koncentracije naprezanja

teorijski, geometrijski faktor koncentracije naprezanja
kut zakreta tangente na elasti¢nu liniju u tocki A

kut zakreta tangente na elasti¢nu liniju u tocki B

kut zakreta tangente na elasti¢nu liniju u to€ki B uslijed djelovanja raspodijeljenog opterecenja

90

kut zakreta tangente na elasti¢nu liniju u to¢ki B uslijed djelovanja sile F

kut zakreta tangente na elasti¢nu liniju u to¢ki B uslijed djelovanja sprega M

kutna deformacija

kutna deformacija

kutna deformacija

promjena sile

promjena duljine Stapa uslijed djelovanja sile
promjena duljine Stapa uslijed promjene temperature
promjena temperature

duljinska deformacija u smjeru osi x
duljinska deformacija u smjeru osi y
duljinska deformacija u smjeru osi z

dopustena duljinska deformacija

relativna temperatura u stupnjevima Celzijusa
zakrivljenost elasti¢ne linije nosaa

vitkost Stapa pri izvijanju

grani¢na vitkost Stapa pri izvijanju pri granici elasti¢nosti (Eulerova hiperbola)

grani¢na vitkost Stapa pri izvijanju na granici Tetmayerovog pravca

Poissonov faktor

radijus zakrivljenosti elasti¢ne linije nosaca
amplituda dinamickog naprezanja
dopusteno naprezanje

naprezanje pri granici elasti¢nosti (plasti¢nog tecenja)
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0., » N/mm’
o, » N/mm’
o, N/mm?
oy » N/mm®
o, ,» N/mm’
O » N/mm’
0,, N/mm>
(o N/mm>
o, N/mm?>
o, . N/mm’
o., N/mm?
o,, N/mm?
o, N/mm?
o,, N/mm?
o, N/mm?

o N/mm?

aekv ?

O N/mm?

m,ekv ?

o N/mm?

xB,max
O'_‘i s N/mm?

d 2
O'r( NE N/mm

o :1,1 , N/mm?

B 2
O v, NPN » N/mm

€

o, N/mm
(o), Nfmm?
(7). N/’
(6?)", N/mm?®
(61) - N
(02)'sn - N/t
(07)'x » N/mm?
(67) uin - Nfmm?
(o}) . N/mm?
(o) . Nmm?

Opis
ekvivalentno naprezanje pri sloZenom stanju naprezanja
kriti¢no naprezanje pri izvijanju Stapa
srednja vrijednost dinami¢kog naprezanja
staticka Cvrstoca (pri rastezanju, ,,vlacna“ cvrstoca)
najvece naprezanje, najvece dinamic¢ko naprezanje
najmanje dinamic¢ko naprezanje
naprezanje (granica) proporcionalnosti
naprezanje na granici Tetmayerovog pravca pri izvijanju Stapa
normalna komponenta naprezanja u smjeru osi x
normalna komponenta naprezanja u smjeru osi y
normalna komponenta naprezanja u smjeru osi z
karakteristicno naprezanje pri izvijanju Stapa
najvece glavno naprezanje
srednje glavno naprezanje
najmanje glavno naprezanje
amplituda ekvivalentnog naprezanja pri dinami¢kom naprezanju
srednja vrijednost ekvivalentnog naprezanja pri dinamickom naprezanju
najvece normalno naprezanje u tocki B
dinamicka (trajna) ¢vrstoc¢a za izmjenicni ciklus naprezanja
vremenska ¢vrstoca za ciklus faktora asimetri¢nosti ,,r*, pri ,,N* ciklusa naprezanja
dinamicka (trajna) ¢vrstoca za ciklus faktora asimetri¢nosti ,,r*, za ,x* vrstu (oblik) opterecenja

ekvivalentno naprezanje u tocki B prema teoriji najveceg posmi¢nog naprezanja

dopusteno najvece naprezanje za ciklus faktora asimetri¢nosti ,,r*, za ,,x* vrstu (oblik)
opterecenja

normalno naprezanje na prvom dijelu Stapa

normalno naprezanje na drugom dijelu Stapa

normalno naprezanje na tre¢cem dijelu Stapa

najvece normalno naprezanje na prvom dijelu Stapa samo uslijed savijanja
najmanje normalno naprezanje na prvom dijelu Stapa samo uslijed savijanja
najvece normalno naprezanje na drugom dijelu Stapa samo uslijed savijanja
najmanje normalno naprezanje na drugom dijelu Stapa samo uslijed savijanja
najvece normalno naprezanje na prvom dijelu Stapa

najmanje normalno naprezanje na prvom dijelu Stapa
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Opis
najvece normalno naprezanje na drugom dijelu Stapa

najmanje normalno naprezanje na drugom dijelu Stapa

cirkularno (u ,.kruZznom* smjeru) naprezanje u stijenci cijevi
najvece posmi¢no naprezanje uslijed uvijanja (torzije)

najvece posmi¢no naprezanje uslijed uvijanja (torzije) u tocki B
posmic¢na komponenta naprezanja

posmic¢na komponenta naprezanja

posmi¢na komponenta naprezanja
karakteristicna veli¢ina jednadzbe ravnoteZe pri izvijanju Stapa

kruzna frekvencija uzbudne sile pri dinamickom naprezanju



Predgovor

Ove podloge za predavanja i vjeZbe su nastale na osnovi plana kolegija Cvrstoca Il iz 2013. Veleuéilista u
Karlovcu. Konceptualno je ovaj rukopis temeljen na udzbeniku prof. dr. sc. Ive Alfirevi¢a, profesora na
Fakultetu strojarstva i brodogradnje SveuciliSta u Zagrebu. Velika razlika je u odabranim originalnim
numeri¢kim primjerima koji prate teorijske osnove. Uz to, sadrzaj pojedinih poglavlja prilagoden je planu
kolegija Cvrstoca II koji autor predaje na Veleugilistu u Karlovcu. Uz taj udZbenik, znaéajan utjecaj na
nastajanje i pisanje ovog djela je autorovo iskustvo u nastavi na Katedri za mehaniku i ¢vrstocu Fakulteta
strojarstva i brodogradnje. Suradnja sa svim nastavnicima Katedre za mehaniku i ¢vrstocu i Zavoda za
tehnicku mehaniku Fakulteta strojarstva i brodogradnje je uvelike doprinijela nastavnoj djelatnosti autora, a
time i nastajanju ovog djela.

U skripti su prikazane teorijske osnove savijanja tankih nosaca, rjeSavanja staticki neodredenih ravnih
nosaca, izvijanja ravnih Stapova, sloZenih optere¢enja ravnih Stapova, teorija ¢vrstoce i dinamicke Cvrstoce.
Uz teorijske osnove prikazani su i rijeSeni zadaci koji prate gradivo. Teorija prikazana u prvih pet poglavlja
ovog teksta predstavlja odabrana temeljna znanja iz podrucja ¢vrstoce, dok je Sesto poglavlje saZetak znanja
iz podrucja dinamicke ¢vrstoce, ili ponekad nazvane pogonske ¢vrstoce. Prvih pet poglavlja se konceptualno
temelji na udzbeniku prof. dr. sc. Ive Alfirevi¢a, no opseg sadrzaja je smanjen i prilagoden planu kolegija
Cvrstoca II Veleuéilista u Karlovcu. Numeri¢ki primjeri su osmisljeni tako da posluZe &itatelju provjeriti
usvjojene teorijske postavke u pojedinom poglavlju. Sesto poglavlje je konceptualno temeljeno na 8.
poglavlju o dinamickoj ¢vrsto¢i u udzbeniku Nauka o cvrstoci Il autora prof. dr. sc. Josipa Brnica i prof. dr.
sc. Gorana Turkalja s Tehni¢kog fakulteta SveuciliSta u Rijeci, te mnogih izvora s internetskih stranica.

U prvom poglavlju Savijanje tankih ravnih nosaca prikazana je analiza izvodenja diferencijalne
jednadzbe elasti¢ne linije ravnih nosaca, te primjena integriranja te jednadzbe za odredivanje oblika elasti¢ne
linije. Uz to opisana je metoda analogne grede za odredivanje progiba ili nagiba u pojedinim tockama staticki
odredenih nosaca. U prikazanim numerickim primjerima su obradeni odredivanje progiba i kuta nagiba
elasti¢ne linije grede integriranjem diferencijalne jednadzbe elasti¢ne linije, te progiba i nagiba u pojedinim
tockama metodom analogne grede.

U drugom poglavlju Staticki neodredeni nosaci prikazan je nacin odredivanja jednadzbe elasti¢ne linije i
deriviranjem te jednadzbe izraCun momenta savijanja (momentnog dijagrama) stati¢ki neodredenih nosaca.
Prikazana je primjena principa superpozicije za odredivanje reakcija u osloncima pomocu tabli¢nih izraza za
progib i nagib tangente elasti¢ne linije u pojedinim tockama nosaca. Prikazani su numericki primjeri staticki
neodredenih nosaca u kojima je izraCunat momentni dijagram integriranjem diferencijalne jednadzbe
elasti¢ne linije i primjenom principa superpozicije koriStenjem tabli¢nih izraza za progib i nagib u odredenim
tockama nosaca.

U tre¢em poglavlju Izvijanje ravnih stapova prikazana je analiza kritine sile pri izvijanju ravnih Stapova
oslonjenih na svojim krajevima. Prikazane su jednadZbe proracuna kriti¢ne sile, odnosno naprezanja, prema
Euleru i Tetmayeru. U prikazanim numeri¢kim primjerima su prikazani proracuni izvijanja Stapova spojenih
s konstrukcijom, tako da time €itatelj dobiva uvid u proracun dijelova konstrukcije promatranih zasebno.

U cetvrtom poglavlju SloZeno opterecenje, koje je povezano tematski s petim poglavljem, Teorije
¢vrstoce prikazan je nacin odredivanja unutraSnjih veli¢ina u nosacu; uzduzne i popre¢ne unutrasnje sile, te
unutra$njih momenata uvijanja i savijanja. Na osnovi poznavanja raspodjele unutra$njih veli¢ina odabire se
kriti¢ni presjek ili presjeci koji sluZe za dimenzioniranje nosaca.

Nadalje su u poglavlju Teorije ¢vrstoce izlozene Cetiri teorije Cvrstoce. IzloZene su teorija najveleg
normalnog naprezanja, teorija najvece duljinske deformacije, teorija najveéeg posmi¢nog naprezanja i teorija
najvece distorzijske energije. Analizirani su slucajevi sloZenih opterecenja; osnog opterecenja i savijanja,
savijanja i uvijanja te osnog optereenja, unutraSnjeg tlaka, momenta savijanja i momenta uvijanja u
tankostjenoj cijevi. Prikazan je primjer proracuna tzv. idealnog vratila.

U Sestom poglavlju Dinamicka ¢vrstoca prikazane su teorijske osnove dimenzioniranja strojnih elemenata
koji su optereceni dinamicki. Opisan je nacin dimenzioniranja u slu€aju kada je samo jedna znacajna
komponenta naprezanja koja se vremenski mijenja, tzv. proporcionalno optereenje, na primjeru osovine
koja rotira opterecena poprecnom silom, i slucaj tzv. neproporcionalnog optere¢enja, kada postoji vise



komponenata naprezanja, te se pravci glavnih naprezanja mijenjaju u ciklusu naprezanja, na primjeru vratila
koje prenosti snagu rotiraju¢i optere¢eno i poprec¢nim silama.

U prilogu A prikazani su dijagrami faktora koncentracije naprezanja za razne oblike geometrijskih
diskontinuiteta u strojnim elementima, kao i jednadZzbe kojima se izracunavaju faktori koncentracije
naprezanja za razne geometrije strojnih elemenata s razli¢itim geometrijskim diskontinuitetima.

Nakana ovih podloga za predavanja i vjeZbe je olakSati studentima, prvenstveno Veleucilista u Karlovcu,
praéenje nastave iz kolegija Cvrstoca II, te ukljuéujuéi struénjake samostalno uéenje i usvajanje gradiva, i
primjenu izloZenih teorijskih postavki u dimenzioniranju strojnih dijelova. Svrha rijeSenih primjera je
ponuditi numericke primjere kao nacin primjene prikazanih teorijskih osnova te potaknuti na provjeru
usvojenih znanja.

Ovom prigodom Zelim zahvaliti mati¢noj instituciji VeleuciliStu u Karlovcu, prvenstveno dekanu dr. sc.
Branku Wasserbaueru, prof. v. §., na potpori u nastanku i promicanju koriStenja u nastavi ovog djela.
Zahvaljujem mentoru mog doktorskog rada prof. dr. sc. Jurici Sori¢u koji mi je znaajno pomogao oblikovati
nastavnu i znanstvenu djelatnost. Zahvaljujem i svim kolegicama i kolegama s Katedre za mehaniku i
¢vrstocu 1 Zavoda za tehnicku mehaniku Fakulteta strojarstva i brodogradnje SveuciliSta u Zagrebu na

savjetima, potpori i pomoc¢i.
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1. SAVIJANJE TANKIH RAVNIH NOSACA - ODREPIVANJE
PROGIBA I KUTA NAGIBA ELASTICNE LINIJE

1.1. Diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije

Za opisivanje i izvodenje jednadZbi za savijanje tankih Stapova koristimo desni Descartesov koordinatni
sustav. Nosa¢ je optere¢en u ravnini Oxz, odnosno, pomaci Stapa, koje zovemo progibi, koji su okomiti na
pocetnu nedeformiranu sredi$nju liniju su u ravnini Oxz. Uslijed optere¢enja uzduZna os Stapa postaje
zakrivljena i naziva se elasti¢na linija. Pomaci tocaka presjeka u i v u pravcima osi x i y su zanemarivo

mali u odnosu na pomak w u pravcu osi z kojeg nazivamo progib. Promatra se Cisto savijanje, Sto znaci da
je moment savijanja konstantan po cijelom nosacu. Promatramo nosa¢ jednolikog presjeka, od homogenog
materijala, pa je pretpostavka da je svaki presjek nosaca, ili svaki isjecak infinitezimalne debljine pod
jednakim uvjetima, pa je deformiranje, tj. zakrivljenost jednolika po cijelom nosacu. Pretpostavke o
deformiranju i naprezanju [1] su:

¢ poprecni presjeci nakon deformiranja ostaju ravni i okomiti na elasti¢nu liniju,

e poprecni presjeci se ne deformiraju,

¢ vlada priblizno jednoosno stanje naprezanja; komponenta naprezanja o, je jedina razlicita od nule,

® pomaci i deformacije su dovoljno mali u odnosu na mjere Stapa, w,, <h/10.
Ogranicenja za izraze za elasti¢nu liniju [1] su:

® visina savijanja & (mjera u ravnini optere¢enja) malena je u usporedbi s rasponom /. Ako je omjer
[/ h>5, greska je manja od 2%,
® najveci nagib tangente na elasti¢nu liniju ¢, je manji od 0,05 rad,

® razmatraju se pomaci na mjestima dovoljno udaljenim od krajeva Stapa, oslonaca i mjesta djelovanja
koncentriranih optere¢enja. Dovoljna udaljenost je visina Stapa 4.

Zakrivljenost elasti¢ne linije &, koja slijedi iz geometrijske analize, prema [1], je:

c=de_1_M,

=—Z=_= , 1.1
ds p EI (-

gdje su x zakrivljenost elastiCne linije, & kut nagiba tangente na elasticnu liniju, s duljina krivulje, p

radijus zakrivljenosti elasti¢ne linije, M unutra$nji moment savijanja oko osi y u nosacu, E modul
elastiCnosti i 7, aksijalni moment tromosti povrSine presjeka nosaca. Pozitivan smisao kuta definiran je

prema pravilu desnog vijka, kako je prikazano na Slici 1.1. Matematicki tocno opisana zakrivljenost
funkcijom progiba je:

1 L (1.2)

gdje je w progib nosaca.
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Slika 1.1. Opisivanje deformiranja nosaca: a) koordinatni sustav nosaca [1], b) pomak (progib) nosac¢a

Uz ograni¢enje malih progiba i nagiba, pri ¢emu vrijedi da je ds =dx, iz (1.2) slijedi da se zakrivljenost
moZe priblizno opisati sa:

2
Kzi-((iix—vr.

x———
My <0
(\ ds (J 4 da<0
My =0 &y

2 o Jdw

Slika 1.2. Zakrivljenost elasti¢ne linije [1]

(1.3)

jer se u nazivniku (1.2) kvadrat prve derivacije, tj. kuta nagiba koji je mnogo manji od jedinice moze
zanemariti prema jedinici. Kut nagiba & je isto tako mnogo manji od jedinice (jednog radijana) pa se moZe
priblizno odrediti iz:
d d
—a=tan(-@)="2 = a=-"2. (1.4)
dx dx
Kombiniranjem (1.3) i (1.1) slijedi izraz koji povezuje moment savijanja (opterecenja koje djeluje u
ravnini Oxz) i druge derivacije progiba prema:
2 M
dw__ 2 (15)
dx El,

Sto je diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije u ravnini Oxz . Integriranjem te jednadZbe i uvodenjem
rubnih uvjeta moguce je odrediti jednadZzbu elasticne linije (ovisnost progiba o koordinati x). JednadZba
(1.5) je linearna jednadzba i vrijedi za staticki odredene probleme jer podrazumijeva poznavanje raspodjele
momenta savijanja. Opcenitiji slucaj, staticki neodredenih nosaca, povlaci poznavanja rubnih uvjeta pomaka,
pa diferencijalnu jednadZzbu elasti¢ne linije dalje mijenjamo uvodenjem veze momenta savijanja s

popre¢nom silom Q, (x), i popre¢nim raspodijeljenim optere¢enjem q. (x). Citatelj moZe naci detaljno
objasnjenje o diferencijalnoj jednadzbi elasti¢ne linije u [1]. Iz Cvrstoce I je poznata veza izmedu unutra$nje
poprecne sile Q. (x) i unutra§njeg momenta savijanja M s (x):

0 -, (16)

Poveznica vanjskog popre¢nog raspodijeljenog optere¢enja g_(x)i unutra$nje popre¢ne sile Q. (x)je
diferencijalna jednadZzba:

g =39 (1.7)
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UvrStavanjem (1.6) u (1.5) slijedi:

d d*w

a[E’y ar’ j:_QZ’ o
a uvrStavanjem (1.7) u (1.8) slijedi:

d? d*w

@(Ely ?j:qz. (19)

U slucaju da je EI =konst. jednadzba (1.9) se pojednostavljuje u:

d*w

Integriranjem jednadzbe (1.10) Cetiri puta uz zadovoljavanje rubnih uvjeta sila (prirodni rubni uvjeti — sila
i moment) i pomaka (osnovni rubni uvjeti — pomak i kut nagiba tangente) dobiva se jednadZba progiba,
odnosno elasti¢ne linije. U gornjim jednadZbama veliinu EI, moZemo zvati savojna krutost, jer ukazuje na

otpornost deformiranju pri savijanju, odnosno zakrivljenju nosaca.
Primjer 1.1. Integriranje diferencijalne jednadzbe elasti¢ne linije.
Za nosac zadan i optere¢en prema Slici 1.3 potrebno je odrediti jednadZbu elasti¢ne linije i odrediti

najve¢i progib i nagib u toj tocki. Zadano: EI =konst., q,, F, M, L. Za odredivanje najveceg progiba uzeti

1
Fy=q,L. M, :E%Lz'

Slika 1.3. Konzolni nosaé

Prema Slici 1.3 moZe se napisati jednadZba raspodijeljenog opterecenja prema ¢, (x)=¢,(1-x/L). U

prvom koraku prikazat ¢emo lijevu stranu jednadZbe (1.10) kao derivaciju. Nadalje ¢emo pomnoZiti obje
strane s diferencijalom, dx, te integrirati diferencijalnu jednadzbu pa slijedi:

d d’w x d’w x

E(Ely = quo(l—z)/dx:d(EIy—dXS quo(l—z)dx/jdx.
d3W _ X dgw_ x2

Jal o, g Jor=fan| 1= Jax = B g = x5

Integriranjem lijeve strane u (1.11), tj. diferencijala funkcije u zagradi slijedi da je integral sama funkcija
jer su diferenciranje i integriranje inverzne operacije. U tom izrazu pojavljuje se izraz za unutraSnju
poprecnu silu kako je opisano u (1.8) pa ¢emo konstantu integracije C, odrediti iz rubnih uvjeta sila,

odnosno iz zadanih popre€nih sila. Iz jednadZbe ravnoteZe dijela nosaca prema Slici 1.4 slijedi da je
unutraS$nja poprecna sila na mjestu x=0:

(1.11)

Y F.=0=F+0 =0=>0 =-F,. (1.12)
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//Iqo
’ ‘A/T/Q X
N ) M,

dx

e

=
7

z

!

Slika 1.4. Unutrasnje veli¢ine na lijevom rubu konzole

3
Kako je prema (1.8) funkcija Ely(jlx_v: negativna poprecna sila, tada za odredivanje C, treba uzeti

negativnu poprec¢nu silu odredenu u (1.12). Slijedi:

2
X
Fo=q|x——
0 %[ ZLJ

UvrStavanjem (1.13) u (1.11) dobivamo izraz za raspodjelu negativne unutrasnje poprecne sile:

+C, = F,=C,. (1.13)

x=0

d3 2
EI},av::qo[x—%]+Fo. (1.14)
Daljnjim integriranjem (1.14) slijedi:
d’w x’ d’w XX
d(EIy @J ={q0 [x—Z}Fo}dx/jdx:» Bl 5 =a)| &= [ Fx+C. (1.15)

Prema (1.5), (1.15) predstavlja jednadZbu momenta savijanja, pa ¢emo konstantu integracije C, odrediti
iz rubnog uvjeta momenta. Ponovno, prema Slici 1.4, iz ravnoteZe momenata oko osi y slijedi:

DM =0=>-M+M =0=>M =M,. (1.16)

Funkcija na lijevoj strani (1.15) je negativna funkcija momenta savijanja, pa slijedi:

X2 X3
-M, :[%[7_6_LJ+FOXJ

Uvrstavanjem C, u (1.15) slijedi raspodjela momenta savijanja po nosacu:

+C,=C,=—M,. (1.17)

x=0

dzw_ XX
Iy?_% E—E +FOX_MO‘ (118)

Daljnjim integriranjem (1.18) dobivamo jednadZbu kuta nagiba tangente:

dw X X
d(EI), Ej {qo (7—6—LJ Fox—Mo}dx/J‘dx.

o 2 (1.19)
d
EI —W:qo(x al J+FO%—M0x+C3.

Yde L6 24L
U jednadzbu (1.19) treba uvesti rubni uvjet koji opisuje kut nagiba tangete na elasti¢nu liniju u tocki B jer
je u toj tocki ukljestenje koje uvjetuje nacin deformiranja, tj. pomaci i rotacije su sprijeceni. Slijedi

L3 L4 L2 L2 L3
O=qo(z—24L]+F07—MOL+C3 =C=ML-F, =g | (1.20)

UvrStavanjem C, u (1.19) dobivamo funkciju kuta nagiba tangente:
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dw Xt x2 I} r
EI,—=qO[—— J+F07_MOX+M0L_F(>?_% E .

3 4 3 2 2
EI,d—w=q{x——x——£]+Fo(x——%J—MO(x—L).
Jo$ jednom integriramo jednadzbu elasti¢ne linije i dobivamo jednadzbu progiba:

x3 x4 L3 x2 L2
d\ElI w)= —————— |+ F| ——— |-M,(x—L) |dx/ | dx.
R e vy L e RUAEE]

4 5 3 3 2 2
Elw=g| o g Ly [ se,
) 24 120L 8 6 2 2

Rubni uvjet za pomak (progib) je u ukljeStenju, tocki B, iz ¢ega moZemo odrediti konstantu C, :

(1.21)

(1.22)

4 4 4 3 3 2
0=gq, L _L L +F, L £ -M, L _p +C,.
24 120 8 6 2 2

1r r I’
cuma g (5 o)

UvrStavanjem (1.23) u (1.22) dobivamo funkciju progiba u obliku:

4 5 L3 11L4 3 L2 L3 2 L
EIyw:qo(x__x__x_+ (S Dy [

24 120L 8 120 6 2 3

ol 1 (x) 1 (xj“ l(xj 11
w= | —— | S | S| = S A — |+
Er | 1200z) 24\L) 8\L) 120

F, 1(xj3 l(x) 1] M, 1(sz (xj 1
- =] == |+=|+ —| =+ ==
Er \e\L) 2\L) 3] EI | 2\L L) 2

(1.23)

(1.24)

U donjoj jednadzbi (1.24) izraz za progib je malo preureden kako bi se olaksalo crtanje elasti¢ne linije. Za
predoCavanje utjecaja svakog od opterecenja na elasticnu liniju, elasti¢ne linije pojedinih opterecenja

nacrtane su razli¢itim vrstama krivulja, i pri tome KkoriStene zadane ovisnosti

opterecenja;

F,=q,L,M,=q,L’ /2. Uvrstavanjem ovih odnosa optereéenja u jedandzbu elasti¢ne linije dobivamo ukupni
oblik deformirane elasti¢ne linije prema Slici 1.5. Na Slici 1.5. nacrtane su funkcije progiba podijeljene

veli¢inom ¢,L' / EI , radi lakSeg crtanja, Sto nazivamo normirani progib.

0.3
I~
-0.2 ~_
\h
-0.1 Fm—
— — -
0 Ll T
= 0.1 e YY) s nEEEED! ..-—-';'.‘:""-5.
: T - = wle) e
02 ATl LT = wF)
: RCaan — — w(M)
- \
0.3 e W .
i
o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
XL

Slika 1.5. Normirana funkcija progiba konzole
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Iz jednadZbe (1.22) je vidljvo da spreg M, uzrokuje progib u obliku polinoma 2. stupnja, poprecna sila
F, progib u obliku polinoma 3. stupnja a linearno promjenjivo raspodijeljeno opterecenje g, (x) progib u

obliku polinoma 5. stupnja. Nadalje, da bi odredili najveci progib, postavit ¢emo uvjet da je prva derivacija
funkcije progiba jednaka nuli:

Y dx 6 24L 8 2 2 261
) 3 2 3
X X 1 5 X X 1 2
%(2 6LJ 9 2% 510[2 6L ) j ( )
3 2
Y - 0o v~0.404L
6L 2 2

Iz jednadZzbe (1.25) dobivamo mjesto na nosaCu gdje je maksimum progiba, pa vrijednost najveceg
porgiba dobivamo uvrStavanjem izraunate koordinate u funkciju progiba, Sto daje:

4
_ﬁ(_L(o,zm)S +(0,424)" —1(0,424)+£J+
24 8 120

Winax =
EI 120
L1 1 1 gl (1 1 gL (120
D= |2 (0,424)° ——(0,424)+—j+ D= [ _2(0,424)’ +(o,424)—_j= D= 137825,
El, \ 6 2 3) 2EI\ 2 2) EI,
Nagib tangente na elasti¢nu liniju u toj toc¢ki nosaca izraunavamo prema:
a(x=0,424L) = —%}(x =0,424L) =
1.27)

¥ x* L x> L)1 g,
—g, | ————-——|-¢gL| ——— |+—¢q, [’ (x— L) =""=-0,235754.
%(6 4L Sj ) [2 2} 2% ( ) El,

Primjer 1.2. Integriranje diferencijalne jednadzbe elasti¢ne linije.

Za nosa¢ zadan i optere¢en prema Slici 1.6 potrebno je odrediti jednadzbu elasti¢ne linije. Zadano:

1
EIy =konst., F,,M, LM, =5F0L.

Slika 1.6. Konzolni nosa¢

Za ovaj nosa¢ moment savijanja ima lom na mjestu djelovanja sile, stoga ¢emo integrirati diferencijalnu
jednadzbu elasti¢ne linije u dva podrucja. Moment savijanja od tocke A do tocke B jednak je:

xXe

0,L/2),M,=M,, (1.28)
a moment od tocke B do toc¢ke C jednak je:

xe|L/2,L),M =M,-F,(x-L/2). (1.29)
Raspodjela momenta savijanja po nosacu je prikazana na Slici 1.7. Integriranjem diferencijalne jednadZzbe

2
elasti¢ne linije =——=dva puta dobivamo:
dx EI

2
y
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d2 1 d 1 d 1
Ely?fz—Mo:d(EIy%jz(—Mo)dx/jdx:Eg%:—Moﬁq.
dw' | x’ 1 x (130
El,=——=-Mx+C,/ [dx= El W' ==M,~—+Cx+C, = w' =—| =M, —+Cx+C, |
" dx ’ 2 EI 2

y

U gornjim jednad’bama je uvedena oznaka w' koja oznacava funkciju progiba za podrugje od tocke A do
toc¢ke B. Oznaku w* ée oznadavati funkciju progiba za podrugje od tocke B do tocke C.

)

A 1B Cpo.
(5 -

0

L i

2

My

Slika 1.7. Raspodjela momenta savijanja

Nadalje, integriramo na podrucju od to¢ke B do tocke C, pa slijedi:

d’w? L dw’ L
EL =5 :—[MO—FO(x—ED:d[EIy . J:—(MO—FO(x—EJde/Idx.

2 2 ) 3
El, d(r; Z—LMox—Fo (%—%xn+c3 /J‘dx:EIyw2 =—(MOX——F0 (%—%xzjj+c3x+c4. (1.31)

2
1 ’ L
w=—/ - Mox——F0 Loy +Cx+C, |.
El, 2 6 4
Rubni uvjeti za nosac su:
d
w(x=L)=0, aw(x=L):0. (1.32)

Budu¢i da imamo dva podrucja integracije, za odredivanje konstanti integracije u obje funkcije
progiba, w' i w”, potrebno je postaviti rubne uvjete za diferencijalne jednadzbe koje dobivamo postavljanjem

uvjeta neprekidnost nosaca, tj. jednakosti progiba u tocki B i nagiba tangente na elasti¢nu liniju, kako je
prikazano na Slici 1.8., i rubnih uvjeta u ukljestenju. Kada uvedemo rubni uvjet progiba u (1.32) i uvjete
neprekidnosti funkcije progiba, dobit ¢emo jednadzbu za progib:

(B sl
sl pelhe] on
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Slika 1.8. Neprekidnost funkcije i prve derivacije progiba

(e Bl relahal
SO GE Bl ORY
c(£)sc-[ £ £)vc. 131
wa) sl m )
g {3 5o ealE)

Nakon uvjeta neprekidnosti, rubni uvjeti nam daju jos dvije jednadZbe:

w2(L)=0:>—(Mo(L)Z%—Fo((L)3é—§(L)2D+C3L+C4 ~o.
r r
—[M0?+F0§J+C3L+C4:O. (1.35)

dw?
dx

(L)=0= —(MOL—FO ((L)Z%—g(L)D+ C,=0=>M,L=C,.

RjeSavanjem sustava jednadzbi (1.34) i (1.35) dobivamo konstante integracije:

3 7C r r
Cl:FO?;CZ:_FOE;C3:F0?;C4:_FOZ‘ (136)

UvrStavanjem izraCunatih konstanti u funkcije progiba dobivamo kona¢no raspodjelu progiba po nosacu:
o B {_Lﬁ . 3L2x_7_L3} I {f‘ Ly* Dx Lﬂ

TEL| 4 8 48 TE |6 2 2 6

(1.37)

Radi lakSeg crtanja, funkcije progiba (1.37) zapisujemo izmijenjene na nacin:

3 2 3 3 2
w =l _l[ij +E(£j_l e =Bk l(ﬁj _l(ﬁj +1(ﬁj_l, (138)
El,| 4\L) 8\L) 48 Er, |6\L) 2\L) 2\L) 6

.. .o . .o . ey 3 v . . .
pa u dijagramu crtamo funkciju progiba podijeljenu s veli¢inom F,L’/EI , $to se naziva normirani

progib. Na Slici 1.9. prikazana je raspodjela normiranog progiba za zadani nosac.
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Slika 1.9. Normirani progib konzole

1.2. Metoda analogne grede

Metoda analogne grede [1] je jednostavnija metoda za odredivanje progiba i nagiba tangente na elasti¢nu
liniju u kona¢nom skupu tocaka nosaca, za razliku od metode integriranja diferencijalne jednadZbe elasti¢ne
linije koja daje funkciju za progib i nagib tangente za sve tocke nosaca. Metoda analogne grede je aritmeticki
brza samo ako se izraCunavaju progib i nagib u malom broju tocaka, npr. 2 tocke. Integriranje diferencijalne
jednadZbe je mnogo kompliciranije za relativno sloZene nosace. Metoda analogne grede se moZe primijeniti
za staticki odredene nosace jer je temelj za izracun progiba i nagiba tangente poznavanje dijagrama momenta
savijanja nosaca.

Metoda analogne grede zasniva se na analogiji diferencijalnih jednadZbi koje povezuju raspodijeljeno
opterecenje, popre¢nu silu i moment savijanja g, Q. 1M i diferencijalnih jednadZbi koje povezuju progib,

nagib i zakrivljenost w, & i1 k. Te su jednadzbe napisane u stupcima

M, dw_ M,

e dx*  EI’

dM

"o %V:_a, (1.39)
%:—q l:d_a:M)"

dx  ° p dx EI

U prvom redu jednadzbi (1.39) analogija je u veli¢inama w i M , jer su te dvije jednadZbe istog oblika, s
razli¢itim veli¢inama. JednadZbe bi bile iste kada bi u lijevoj jednadzbi u prvom redu umjesto veli¢ine M|
uvrstili w a na desnoj strani te desne jednadzbe stavili M / (EI y) umjesto ¢, . JednadZbe se rjeSavaju na isti
nacin uz primjenu odgovaraju¢ih analognih rubnih uvjeta. Isto vrijedi za druga dva reda jednadZzbi u (1.39)
gdje je analogija medu veli¢inama « i Q, .

Gore opisano znaci da za izraCunavanje progiba i/ili nagiba na nekom mjestu nosaca umjesto rjeSavanja
stvarne grede rjeSavamo fiktivnu gredu s raspodijeljenim fiktivnim optereCenjem M/ (EI y) uz

odgovarajuce rubne uvjete koji se odreduju na osnovi analogije prikazane u (1.39). U skladu s analognim
veli¢inama potrebno je uvesti rubne uvjete. Rubni uvjeti se postavljaju na mjestima gdje su progibi i/ili
nagibi poznati, kako je prikazano na Slici 1.10. na sljedeci nacin:

¢ ako je na stvarnoj gredi progib u nekoj tocki jednak nuli, na fiktivnoj gredi u toj tocki mora biti
moment savijanja jednak nuli,
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e ako je na stvarnoj gredi nagib u nekoj tocki jednak nuli, na fiktivnoj gredi u toj tocki mora biti
poprecna sila jednaka nuli.

Mozemo sazeto reci da se postupak rjeSavanja metodom analogne grede moze zapisati po koracima:
1. Izracunati momentni dijagram stvarne grede.

2. Definirati fiktivnu gredu: uvesti analogne rubne uvjete, tj. skicirati analognu gredu ispod momentnog
dijagrama stvarne grede. Analogna greda je optereéena raspodijeljenim opterecenjem ¢ = M ,EL.
Ako je greda nepromjenjive savojne krutosti El , moZemo ispustiti pisanje te veli¢ine do kraja

rjeSavanja radi jednostavnosti.

3. IzraGunati fiktivne momente M~ i poprecne sile Q" u traZeni to¢kama.

*

4. Analogijomje w=M ,a=-Q".

Bududi da se metoda analogne grede zasniva na rjeSavanju diferencijalne jednadZzbe elasti¢ne linije,
podlijeze istim ograni¢enjima kao i sama diferencijalna jednadZzba. Najbitnije je da se ova metoda
primjenjuje na nosace kod kojih je odnos visine i duljine // A >5 te su progibi mali, w__/1<0,01. Uz takva

je ogranicenja greSka manja od 2%.

AA — A* —
w=0 AM*E=0
 — N
7 %%: 0 E=—=— p*=0
A A A* £
Ee= du,, | ==
A A¥*
w=0 M*=0
o= 0 == Jer0
Kz7 Kz
A =0 A* M*=0
e —— T
A J#0 A M*40
e~ e ————
IR £0 O*+0
= A
- ez
nagib tangenti razliditi 2 dijagram tma skok 1
lijevo 1 desno od & todki A

Slika 1.10. Analogni rubni uvjeti
Primjer 1.3. Metoda analogne grede.

Za nosac zadan i opterecen prema Slici 1.11. potrebno je odrediti progib na mjestu djelovanja sprega M,

to€ki C, i nagib u lijevom zglobnom osloncu, to¢ki A. Zadano: EI y = konst., M, L.

C B—
4 . T4
(e ‘

L
1

N

Slika 1.11. Greda opterecena spregom

Kao prvi korak u rjeSavanju ovog primjera odredit ¢emo reakcije veza. Na Slici 1.12. ucrtane su
pretpostavljene reakcije u osloncima. Reakcije veza ¢emo odrediti pomocu dvije jednadZbe ravnoteze
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> F.=0=F, =F,

(1.40)
ZMA=0:>M0+FA§—FB%=O:>MO+FAL:0:>FA:FB:%.

A B D

C T
L/4 I %+U4
| 1z, |

Slika 1.12. Pretpostavljene reakcije grede

Momentni dijagram je prikazan na Slici 1.13.

o —

Slika 1.13. Momentni dijagram grede

Idu¢i korak je osigurati analogne rubne uvjete pomaka te analognoj gredi ucrtati analogno raspodijeljeno
opterecenje, Sto je prikazano na Slici 1.14. Na Slici 1.14. zglobni oslonci grede zamijenjeni su Gerberovim
zglobovima na analognoj gredi, kako je prikazano na Slici 1.10. Razlog tome je Sto su progibi grede u
osloncima jednaki nuli, dok su nagibi tangente na elasti¢nu liniju u op¢em slu¢aju razliciti od nule. Analogni
rubni uvjeti za slucaj kada je progib jednak nuli je moment jednak nuli, a nagib tangente na elasti¢nu liniju
razli¢it od nule znac¢i da poprecna sila mora biti razli¢ita od nule, a to zadovoljavaju Gerberovi zglobovi.
Progib na mjestu djelovanja sprega odredit ¢emo izraCunavanjem momenta savijanja analogne grede u
presjeku C, a nagib tangente u tocki A izraCunavanjem unutra$nje poprecne sile u presjeku A. IzraGunavanje
tih velicina je opisano Slikom 1.15. Za odredivanje reakcija analogne grede izraCunat ¢emo staticke
ekvivalente analognog optere¢enja prema

e ML . M, L

Ao Lopre ' 1.41
' EI 4T EL2 (14D

Razmatranjem ravnoteZe srediSnjeg dijela analogne grede dobivamo reakcije u Gerberovim zglobovima,
prema Slici 1.16.

* ' ' * M L
F' =0=F +F,=F =—%=,
Z z A B 2 EIV 2
L 1M, L M, L (1.42)
M{=0=>F,—=F,L=>F,=F,-=—2= F, =—%—.
2. 3 YT 3 B 67" EI3
M,
’ %% memwm D X
C
& T
L4 3 L SN L4
v i -
M qF b
El N
” D
i 3 0T
C A B
L4 L L4
z

Slika 1.14. Opisivanje grede analognom gredom
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My o
El :
R o HWW IR Y ¢
C H—— &
MEN|[HTY A £* B M
¢ L/8 113 ’ L/4 b
L/4
z
|
Silka 1.15. Reakcije u osloncima analogne grede
q¥
Wm X
LA F Jad
A 2 B
L/3
L
!
z

Slika 1.16. RavnotezZa srediSnjeg dijela analogne grede

I

o
i

Slika 1.17. Poprecna sila u zglobu A analognog nosaca

Prema Slici 1.17. moZemo odrediti unutrasnju poprecnu silu u presjeku A:

. L ., M, L
F=0=>F =0 =a.=—Q0 =—2—, 1.43
D F V=0 = a, =0, B3 (1.43)

Time smo izracunali kut nagiba tangente na elasti¢nu liniju u toc¢ki A. Kut je negativan §to znaci da se

tangenta zakrenula u smjeru kazaljke na satu, Sto je i o€ekivano. Nadalje ¢emo razmatrati ravnoteZu lijevog
dijela nosaca, lijevo od tocke A, prema Slici 1.18. a).

M, | M,
') U &FA o | e
< X € X
M| | 1Y M,
c L8 ©
74
y Y !

Slika 1.18. RavnoteZa dijela analognog nosaca lijevo od tocke A: a) vanjske reakcije na dio nosaca, b)
unutrasnji moment savijanja

Reaktivni moment u tocki C analogne grede je:

. L .L . M, LL M,LL MJI*1
Sui=0=FLerboy Mo LL, My LL_M,L 19 (1.44)
4 8 EI 34 EI 48 EI 192

Prema Slici 1.18. b) na osnovi uvjeta ravnoteZe zamiSljeno odsje¢enog dijela nosaca izraCunavamo
unutras$nji moment savijanja u presjeku C:

26
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2
ZM;=03M2+MjC=0:>MﬁC=—M;;=—M°L Y (1.45)
: : EI, 192

Prema analogiji, progib u tocki C, w, i nagib tangete u tocki A, &, su:

19 M, I? 1ML
WczMycz__L;aAz_QAz__¢

, (1.46)
192 EI, 3 El,

Primjer 1.4. Metoda analogne grede.

Za nosac¢ zadan i opterecen prema Slici 1.19. potrebno je odrediti progib na mjestu Gerberovog zgloba,
toCka B, i odrediti nagib u lijevom zglobnom osloncu, to¢ka A. Zadano: EI v o> L.

9 7
Af /x
&, EIB 2E] %
. L
|

Slika 1.19. Greda opterecena raspodijeljenim opterecenjem

Kao prvi korak u rjeSavanju ovog primjera odredit ¢emo reakcije veza. Na Slici 1.20. ucrtane su
pretpostavljene reakcije u rubovima lijevog dijela nosac¢a. Buduéi da na ovaj nosa¢ djeluju 3 reakcije veza,
sila u tocki A, sila i moment u to¢ki B, osim dvije nezavisne jednadZbe ravnoteZe trebamo dodatnu
jednadzbu za odredivanje reakcija. Ta dodatna jednadzba dolazi iz uvjeta da je moment savijanja jednak nuli
u Gerberovom zglobu, tocka B. Reakcije ¢emo odrediti promatrajudi ravnotezu lijevog dijela nosaca, odrediti
reakcije, odnosno silu u Gerberovom zglobu, pa pomocu te sile odrediti reakcije na desnom dijelu nosaca.

Doy x

1 B~

B
Fa o p Fy

>o

z

Slika 1.20. Ravnoteza lijevog dijela grede

Za zamisljeno osloboden lijevi dio nosaca jednadzbe ravnoteZe i reakcije su:

L
Y F.=0=F,+F,=q,—.
L LL i L L (147
ZMA =0 FBE-HIOEZ:O: FB =q022 FA =qoz.
Za desni dio nosaCa koristimo suprotno usmjerenu silu F, prema principu akcije i reakcije, pa

izracunavamo reakcije u desnom osloncu, kako su prikazane na Slici 1.21.

L 3L
D F, =0:>FC=q05+FB :Fc=q07.

1.48
S M =02 Mo =F, Lag Ll =g L -
c € "By M9y © T4
Iy
B JHnmminnnin x_
- L2 | /
FC

Slika 1.21. RavnoteZa desnog dijela grede
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Na osnovi reakcija veza, nacrtat ¢emo dijagram momenta savijanja, prikazan na Slici 1.22.

9L

3zm M
qyL°
4

Slika 1.22. Momentni dijagram grede

Iduéi korak je definiranje fiktivhog nosaca, prikazanog na Slici 1.23. Pri tome zamjenjujemo oslonce
prema opisanim analogijama prikazanih na Slici 1.10. i prema (1.39), §to znaci da ¢e zglobni oslonac A u
kojem je pomak jednak nuli a nagib tangente razli¢it od nule imati na analognom nosacu moment savijanja
jednak nuli, a popre¢nu silu razli¢itu od nule, $to je opet zglobni oslonac, nadalje u toc¢ki B, u Gerberovom
zglobu, je pomak razli¢it od nule, ali su nagibi tangente s desne i s lijeve strane razliciti, Sto zamjenjujemo
prijelaznim zglobnim osloncem, te u ukljeStenju, to¢ka C, progib i nagib su nula, $to zamjenjujemo

slobodnim krajem. Analogni nosac je opterecen prema (1.39) raspodijeljenim optere¢enjem q: =M, /(EI ),) .

2
9ol

2, it

*

/iz B il

k% L2 <M

Z' q,1°
BT,

Slika 1.23. Raspodijeljeno opterecenje analogne grede

Za odredivanje progiba je potreban moment savijanja u analognoj gredi na zadanom mjestu, a za kut
nagiba tangente na elasti¢nu liniju unutra$nja popre€na sila. Budu¢i da je raspodjela raspodijeljenog
opterecenja za nosa¢ na Slici 1.23. paraboli¢na, moment fiktivne grede u presjeku B, prikazan na Slici 1.24.,
¢emo izraCunati integriranjem jednadZbe raspodijeljenog opterecenja, a za to nam treba jednadzba tog
opterecenja. Jednadzbu raspodijeljenog optereenja analogne grede ¢emo dobiti iz jednadZbe momenta
savijanja stvarne grede, podijeljenu sa savojnom krutosti. JednadZba raspodijeljenog optere¢enja analogne
grede je:

q::—zg}y(O,ZSLs+0,552) |s=x-L/2,e[0.L/2]. (1.49)

y

Radi jednostavnijeg integriranja uvedena je nova koordinata s koja ima ishodiSte u tocki B. Nakon
izraunavanja momenta raspodijeljenog opterecenja u presjeku B, analogijom dobiva se progib u tocki B
prema:

/
M= [ B (0255 +0.55%) s ds =22 (0,25Ls" 13+0.,55* 14)| " =
o 2EI El, ’
N p (1.50)
_4 = 4= = o 9,115-107° = w, :M’;B :q°—9,115-10‘3.
261,96 128) EI, C T,
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MP
X
| —
W [IIITIITL
z 2
q,L
S LT

Y
Slika 1.24. Fiktivni moment u presjeku B

Za reakciju u osloncu A analogne grede potrebno je izraunati moment raspodijeljenog opterecenja
analogne grede oko toc¢ke B koji iznosi:

M;k( *)_Q0L49115.1073+LJ/‘2&(0 25Lx—0 5x2)(£_xjdx_
BqZ_EI), ) =y , , 5 =

o l Ex_2_Lx_3 _l Ly’ _x_4 L/z_%_ﬁ9115.10*3+& l E_E _l E_E =(1.51)
El\4\22 3) 26 4)) EI EI (4\16 24) 2(48 o4 '

y

y

L L L
o= 9115107 + L= =1,172-102 D=,
EI,V y y
Nakon izraCunavanja momenta koji stvara raspodijeljeno opterecenje analogne grede oko tocke B u (1.50)
i (1.51), moZemo izracunati reakciju u toc¢ki A analognog nosaca, prikazanu na Slici 1.25.:

. e « L 2 L q0L4 - qOL3
S My=0=>M,(q)=F, == F,=>1172:10" """ =2,344.10" 22—, (1.52)
: 2 L El, EIl
1z poznate reakcije u osloncu A analogne grede moZemo izracunati unutra$nju poprecnu silu i analogijom
kut nagiba tangente na elasti¢nu liniju u toj tocki:

- - _ gl -2 - L -2
—F =" 5344107 s 0, =0 =27 2 344.10 1.53
QAz Az EI A QA4 EI ( )

y y

q,L*

0~

N o e —E

7 e
oA 2
a) 8 AT,

Slika 1.25. Poprecna sila: a) reakcija u lijevom osloncu analogne grede,
b) unutrasnja poprecna sila
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2. RJESAVANJE STATICKI NEODREDENIH NOSACA

Nosace koji imaju viSe nepoznatih reakcija u osloncima (sile i momenti u osloncima) od broja linearno
nezavisnih jednadzbi ravnoteZe koji se mogu postaviti, zovemo staticki neodredenim nosac¢ima [1, 4, 16, 23].
Prekobrojnost reakcija u odnosu na broj jednadzbi ravnoteZe odreduje mnogostrukost staticke neodredenosti;
ako je prekobrojna jedna reakcija veza, nosac je jednostruko ili jedanput staticki neodreden, itd. Staticki
odreden nosac je nosa¢ kojem se oblik moZe promijeniti samo deformiranjem njegovih dijelova [23]. Jedan
primjer staticki neodredenog nosaca je prikazan na Slici 2.1. Kao pocetak rjeSavanja postavljamo uvjete
staticke ravnoteZe. Jedan nacin rjeSavanja staticki neodredenih zadatka je postavljanje dopunskih jednadZbi
postavljanjem uvjeta deformiranja, Sto ¢e biti opisano u poglavlju 2.1. Drugi nacin rjeSavanja je integriranje
diferencijalne jednadZbe elasti¢ne linije uz uvodenje rubnih uvjeta, pri ¢emu ne piSemo jednadZzbe staticke
ravnoteze.

U slucaju postavljanja uvjeta deformiranja, postavljamo onoliko uvjeta deformiranja koliko je
prekobrojnih reakcija veza. Pri postavljanju uvjeta deformiranja koristimo se principom superpozicije.
Princip superpozicije u mehanici deformabilnih tijela moZemo primijeniti samo ako je problem linearan.
Pojam linearnosti problema deformiranja ¢emo opisati na primjeru konzole na Slici 2.1. Neka je konzola
opterecena istovremeno silom i momentom. Ako je djelovanje sile i momenta zbrojeno takvo da ne uzrokuje
pojavu plastiéne deformacije, onda nije bitno izraCunamo li da prvo djeluje sila pa dodamo djelovanje
momenta na konzolu ili obrnuto. je pomak kraja konzole uslijed momenta kraju linearan, i ako je progib na
kraju konzole uslijed sile na njenom kraju linearan, a linearan pomak o momentu i sili ¢e za konzolu biti ako
nema oslonaca koji bi pruzili otpor deformiranju, tj. pomicanju konzole nakon nekog iznosa pomaka, onda
pomak uslijed istovremenog djelovanja sile i momenta moZemo zbrojiti i to ¢e biti ukupni pomak konzole,
Sto moZemo uciniti i s momentom savijanja ili kojom drugom veli¢inom. Pojednostavljeno, princip
superpozicije moZemo opisati kao nacin izraunavanja npr. naprezanja, momenta savijanja ili koje druge
fizikalne veli¢ine nosaca, izraunavanjem te odabrane veliCine za ,,pojednostavljen® nosa¢ i zbrajanjem
odabrane veli¢ine za sve pojednostavljene nosace kojima opisujemo zadani nosac.

i M
Wy \ é \
wy (F+M) Sla B
w (M VF
A Bx
w, (F) z
F. M

Slika 2.1. Linearnost progiba o sili i momentu

Pri tome zadani nosa¢ zamjenjujemo, ili opisujemo, pomocu vise staticki odredenih nosaca. Jedan od tih
nosaca je optere¢en aktivnim opterecenjem (zadanim silama, spregovima i raspodijeljenim opterecenjem) i
za njega izraCunavamo progib i/ili nagib, ovisno o mnogostrukosti staticke neodredenosti, u tocki
prekobrojnosti veze. Svi ostali nosaci su optereceni obi¢no po jednom prekobrojnom reakcijom veza koju
promatramo kao novo aktivnho opterefenje za taj nosaC i izraCunavamo progib i/ili nagib u tocki
prekobrojnosti veze. Primjer tog postupka je prikazan na Slici 2.3. Prema principu superpozicije opisujemo
deformiranje zadanog nosaca kao zbroj deformiranja pojedinih staticki odredenih nosaca kojima smo opisali
zadani nosa¢. U primjeru 2.1. prikazano je rjeSenje nosac¢a primjenom metode integriranja diferencijalne
jednadZbe elasti¢ne linije. U primjeru 2.2. isti taj nosac je rijeSen principom opisivanja statickim nosacem.

Primjer 2.1. Staticki neodredeni nosaci. Metoda integriranja diferencijalne jednadzbe.

Za nosa€ zadan i opterecen prema Slici 2.1. potrebno je odrediti najveéi progib i dijagram momenta
savijanja. Zadano: EI, =konst., q,, L.
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Slika 2.2. Greda dva puta static¢ki neodredena
Raspodijeljeno optere¢enje na nosacu na Slici 2.2. je konstantno, g. =g, . Rubne uvjete mozemo ocitati sa
Slike 2.2. progib i kut nagiba tangente, u ukljestenjima:
w(x=0)=0, (Z(x:O):O,

2.1
w(x=L)=0,a(x=L)=0. @D

Prvo zapisujemo diferencijalnu jednadzbu elastiCne linije sa zadanim raspodijeljenim optere¢enjem.
Zatim provodimo korake transformacije jednadzbe u kontekstu diferencijalnog i integralnog racuna [1, 13,
16, 18] te provodimo integraciju:

d d’w d’w
S B = Mdx=d| B = gydx/ [ dx.

3
jd[EIy 1:3”

d d*w d*w
E[EI), gj =q,x+C, /dx= d(EIy §j= (q0x+C1)dx/Idx.

d’w
J=Iqodx:> EIY§=QOX+C1.
2.2)

2

d*w d’w X
jd[EIy = j:j(%ﬁ C,)dx= Bl 5= +Cx+C.

3

U jednadZbama (2.2) su nakon pojedinih koraka integracije veli¢ine O, =—EI funkcija poprecne

3
2

sile i M, =—£1, 9

2

funkcija momenta savijanja za koje u ovom primjeru ne znamo rubne uvjete. Znamo

samo rubne uvjete progiba i nagiba tangete, koje ¢emo uvrstiti u iduce jednadZbe.

Elyi—?=q0%2+clx+cz—>Ely%=q0§+qx—22+czx+c3.
%(0):0‘:(?3:0,‘%@):0 :qO%+C1%2+C2L=O. (a) o3
|w(0)=0|:C4=O,|w(L)=O|—>q0§—;+C1%3+C2L?2=O. (b)
(a):—qO%Z=CI§+C2;C2=—q0%2—C1§—>(b)
(2.4)

r L r L)1 L r
—q,—=C,—+| —g,——-C,— |—=>—qg,—=C, = C, =g, —.
%24 6 [%6 12j2 %2 1 2 %12

L S A S % S .
B\ "2 %6 TP )
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Kada je izracunata funkcija progiba, moZemo izraCunati najveéi progib i funkciju momenta savijanja. Za
najveci progib izratunavamo prvo mjesto najveceg progiba postavljanjem uvjeta ekstrema funkcije progiba,
tj. mjesta gdje je nagib tangente na funkciju progiba jednak nuli:

dw x Lx, r r L x;
_:%__%E_"'%_xo =0=x, %E_%_xo"'%z =0.

x g 2 1o 4
x> L r
(x0)1=0;%zo_%zxo+%ﬁzo- (2.5)
272 272
%Ei BE _%L

4"\ 16 18 :i(
9 9o

N [~

L L
020 | (), = i), =

Od tri to¢ke u kojima funkcija progiba ima ekstrem, u jednoj ¢e progib imati maksimum, a to je
(x),=L1/2.

o oD 1, L Ll L) al
e W(x(dx _ODD o TR [% 1624 P28 127 J_ 384EL, 20
Moment savijanja izraunavamo prema:
d’w x> L r
M), ——EI},y——q()7+q()5x_Q()E- (27)
Dijagram momenta savijanja prema jednadzbi (2.7) je prikazan na Slici 2.3.
A 49 B
e e s
N L Z
Z‘ (@LZ
24
M,
4L 4L
12 12

Slika 2.3. Dijagram momenta savijanja

2.1. Princip opisivanja statickim nosacem

Staticki neodredene nosae mozemo rijesiti, odnosno odrediti im reakcije u osloncima, principom
superpozicije [1, 4, 16, 23]. Nuzan uvjet za primjenu tog principa je da je problem, odnosno deformiranje
nosaca, linearno. Princip superpozicije ne primjenjujemo u slucajevima kada nastaju plasti¢ne (trajne)
deformacije u nosacu, kada postoji geometrijska ili materijalna nelinearnost, i sl. Ako vrijedi princip
superpozicije, znaci da je nebitno kako ¢emo gledati ili izracunavati ukupno naprezanje, progibe i ostale
veli¢ine za nosac, kad nosa¢ opiSemo pomocu vise nosaca.

Staticki neodredeni nosa¢ zamjenjujemo odgovaraju¢im staticki odredenim problemom, gdje se
nepoznate prekobrojne reakcije uzimaju kao aktivno opterecenje. Takav staticki odredeni problem moguce je
rijeSiti metodom superpozicije u svrhu jednostavnijeg proracunavanja. Dodatne jednadZzbe dobivaju se
postavljanjem odgovarajucih rubnih uvjeta, odnosno uvjeta deformacije. Ukupni progib, nagib tangente, sila
na nekom mjestu ili moment jednaki su zbroju odgovarajucih veli¢ina na odabranom mjestu svih staticki
odredenih nosaca koji sluZe za opisivanje zadanog stati¢ki neodredenog nosaca. Ovisno o nacinu na koji smo
odlucili opisati staticki neodredeni nosac, ovisi koje ¢emo nepoznate reakcije postaviti kao opterecenje na
staticki odredene nosace ¢ije deformiranje, tj. odziv zbrajamo. Primjerice, gredu s ukljestenjem i zglobnim
osloncem, koja je jednostruko stati¢ki neodredena, moZemo prikazati kao zbroj konzole s reakcijom u
zglobnom osloncu kao opterecenjem, prikazano na Slici 2.4. a), ili gredu na dva zglobna oslonca sa spregom
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koji je reakcija u ukljestenju, kao optere¢enjem, prikazano na Slici 2.4. b). U primjeru 2.2. ¢e biti prikazana
primjena tog principa. Zamjena nosaca staticki odredenim nosafima se moZe provesti na vise nacina, §to
bismo za nosa¢ na Slici 2.4. mogli uciniti na dva nacina; prvi nacin je da gredu s dva ukljeStenja na Slici 2.2.
opiSemo kao gredu na dva zglobna oslonca i dodamo na svaki zglobni oslonac jedan spreg kao reakciju u
ukljestenju.

Primjer 2.2. Greda s dva ukljeStenja.

Za gredu iz Primjera 2.1. odrediti dijagram momenta savijanja principom opisivanja statickim nosacem.

qO ‘9'0
LT TR T TR TR T T T T T e
AN I W })
Z y Z y
g 4,
T T TV T BT T T T LT T TR E T TR T T T TR T T T
NN Z })
z z

+ P
A\ I %Z% L %

a) b)

Slika 2.4. Dva nacina opisivanja nosaca staticki odredenim nosa¢ima; a) opisivanje konzolama,
b) opisivanje gredama na dva oslonca

Ovaj nosac je dva puta staticki neodreden jer ukupno postoji Cetiri reakcije veze, sila i moment u lijevom i
u desnom ukljestenju, a na raspolaganju su nam dvije jednadzbe ravnoteZe, ravnoteza poprecnih sila i
momenata oko osi y. Uvjete deformiranja ¢emo opisati pomocu sile i momenta u desnom ukljeStenju kao
prekobrojnih reakcija. Uvjeti deformiranja u takvom promatranju su:

wy(x=L)=0,0a,(x=L)=0. (2.8)

Na Slici 2.5. prikazan je zamiSljeni, staticki odredeni, nosa¢ s dodanim reakcijama veze tocke B kao
aktivnih opterecenja, koji opisuje deformiranje nosaca na Slici 2.2.

A 9, B My
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N L VR

“

A 4, B
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SN ; b)
“

A B My

N x

W I } c)
z

A B

x——

N I Ar, d)
z

Slika 2.5. Opisivanje pomocu staticki odredenog nosaca: a) uklanjanje
prekobrojne veze, b) aktivno opterecenje, ¢) prekobrojni spreg, d) prekobrojna sila
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Deformiranje uslijed aktivnog opterecenja g, i reakcija F,, M, mora zadovoljiti uvjet deformiranja.

(2.8) Prema Tablici 9.3. (Pomaci i kutovi zakreta tangente) u [1] progib i nagib konzole na slobodnom kraju
opterecene jednolikim raspodijeljenim opterecenjem ¢, jednaki su:
L4 L%
wio = o= g G (2.9)
8EI 6EI
y y
Uzimajuéi u obzir pretpostavljene reakcije (smjer), slicno za optereéenje spregom i silom iz tablice
ocitavamo:

_M,r o - ML r_ FL anFBLz
2e1,° " EI,C"  3EI " 2EI

y

M
WB

(2.10)

Zbrojeno progib i nagib od sva tri opterecenja moraju biti jednaki nuli. Postavljanjem uvjeta deformiranja
(2.8) dobivamo dvije jednadzbe s dvije nepoznanice, M, i F:

. q,L' N ML F,L _
8EI, 2EI, 3EI

y y y

wy(x=L)=0

0. (a)

L' M,L F,I @1h
@, (x=L)=0=—J= Tz T2 _o  (p)
6EI, EI, 2EI,
RjesSenje tih jednadZbi je:
3q,° 3M, q,’ F,L
a 4+ E_FL: (b — -M,+-52-=0.
(a) HZ+ZropL (b)) B ow,
3q,’ 3M,
g, g 5 g > 3q, M
(a) > (h)m>-—-M,+——= =02+ =y, B (2.12)
6 2 6 16 4

2
9L 9oL
M :—,F =—
S IR
Citatelj se moZe uvjeriti da su ista rjeSenja za moment i silu u ukljeStenju prikazana i u [16]. Dijagram
momenta savijanja nosaca je prikazan na Slici 2.10., i to kao zbroj momenata savijanja od pojedinih
opterecenja.

Radi vjezbe ¢e nadalje biti prikazano izracunavanje jednadzbi elasti¢ne linije za pojedina opterecenja
metodom integriranja diferencijalne jednadZbe elasti¢ne linije, te izracunat najveci progib na nosacu. Izra¢un

¢e biti prikazan skraceno, bez detalja o postupku, a detaljno rjeSavanje ovakvog primjera je prikazano u
Primjeru 1.1.

Slika 2.6. Konzola opterecena aktivnim optere¢enjem

3 3
%(Ely ix—vf} = go/dx = d(EIy ix—vsz godx/ [ dx.

3 3
Id(EIy L—f}dxzjqodx: Ely‘;x—fzqoﬁcl 0. (x=L)=0|. (2.13)

3

d
0=¢g,L+C, =C =—q0L:>EIygv:=q0x—q0L.
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C4=0:>Elyw=q0[

0=gq,

d’w
| d[EI), = j

EI

d*w
d(EIy gjz(qox—qOL)dx/J‘dx.

d*w
y de

:qo(x—;—xLJ+C2 M, (x=L)=0|.

T dx? 2

2 2 FE 2 2
(?—L2]+C2:>C2=qo?:>EI WZ%(X_—XL +q0?.

dw x r
d[EI) EJ = |:q0 [E—XLJ'FQO ?}dx/jdx

A

3 2 2
EI,—=q0(x——x—Lj+qoL7x+C3 |a(x=0)=0|.

XL 2y gl [xj“ 1[xj3 1
—— g ——=owh =" — | = | ——| = | +—
24 6 22 El, (24\L) 6\L) 4

Slika 2.7. Konzola opterec¢ena prekobrojnim spregom

d
dx

d*w

d’ d’
—[Ely EVZJ =0/dx = d[EIy EVZJ =0d/ [ dx.

d*w

d =0+G |QZ(X=L)=0|:>C1=O.

dr = [0dx=> EI,

3
g Y_o

,de3

d*w

7=

d[EIy = ]:de/jdx:ﬂy = =0+C, M (x=L)=-M,]|.

e, &Y
d

2
d'w
=

M,=0+C,=>C,=M,=EI, M,.
j:Mde/J‘dx:Ely%:MBx+C3 |0!(x:0)=0|,

C,=0= EI),%V:MBJC.

(

X

L

/)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)
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d(EIyw)zMBxdx/Idx:Elyw=MBx—22+C4 [w(x=0)=0].

2 2 2
M, L1
C4:0:>EI}<W=MBX—:>WMB= B~ ﬁj
2 El, 2\ L

A B

x_‘

AN [ 928

Slika 2.8. Konzola optereéena prekobrojnom silom
d d’ d’
a(EIy EV:J = 0/dx=> d[EIy gZVJ:o(lx/jdx.

3 3

Id(EIy ((iWde=I0dx:> El, j;w =0+C, [0.(x=L)=-F,|=C =F,

d3
Y_F,.

EI)' dx3 B

2 2
d[Elny—?szde/jdx:sElyix—vszBch M, (x=L)=0|.

2

d
0=F,L+C,=C,=—F,L= EI),??: F,x—F,L.

2
d(EIy %VJ:(FBx—FBL)dx/jdx: Ely%z(FB%—FBxL]+C3 |ar(x=0)=0|.

2

d
C, =0:>EI),EW=FB%—FBJCL.

2 3 2
X

d(Elw) =[FB%—FBxLde/Idx:> EI),W:(FB%—FB7LJ+C4 [w(x=0)=0.

3 2 3 3 2
C,=0= Elw=F, —F, X ==tk 12 _l(ﬁ .
6 "2 el |6\L) 2\L

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

Opcenito bi za izraCunavanje maksimuma progiba trebalo postaviti uvjeta ekstrema funkcije, iz kojeg bi
se izracunala koordinata maksimuma, pa onda i vrijednost funkcije progiba. Ovaj zadatak, odnosno nosag, je
simetri¢an jer su zadovoljeni uvjeti simetrije; geometrijski je simetri¢an prema srediSnjoj ravnini paralelnoj
ravnini Oyz , optereenje je simetri€no prema toj ravnini i materijal je homogen i izotropan. Iskoristit ¢emo

simetriju za odredivanje najveceg progiba time Sto ¢emo unaprijed re¢i da je najveci progib na sredini
nosaca. Kada ne bismo imali simetri¢an nosac¢, onda je uvjet za traZenje najveceg progiba traZzenje mjesta (x;)

za koje je nagib tangente jednak nuli, ¢r(x,)=0, pa izraGunavanje progiba za to mjesto, w,, =w(x,). Za

odredivanje najveéeg progiba zbrojit ¢emo progibe uslijed tri razmatrana optereenja prema jednadzbama

(2.16), (2.20) 1 (2.24) za koordinatu x = L/2, uz uvrStavanje (2.12) Sto daje:
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2 2
4 4 3 2 2 2 3 3 2
ad (L Y AP a1 Rl T g
el | 24\2) 6l2) 4l2 e, 2\2)  EL[el2) 202

max

Isto rjeSenje je prikazano u [16]. Na Slici 2.8. su prikazani oblici elasti¢nih linija pojedinih reakcija i
opterecenja, a na Slici 2.9. elasti¢na linija za nosa¢. Progib je normiran (podijeljen) veli¢inom g L'/ (EI y)

radi lakSeg prikaza. Dijagram momenta savijanja ¢emo izracunati poznavajuci reakcije u osloncu B kao zbroj
momenata savijanja po nosacu od pojedinih opterecenja, kako je prikazano na Slici 2.10.
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Slika 2.9. Elasti¢na linija pojedinih reakcija i opterecenja
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Slika 2.10. Elasti¢na linija nosac¢a
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Slika 2.11. Dijagrami momenta savijanja pojedinih

opterecenja i cijelog nosaca
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3.1ZVIJANJE RAVNIH STAPOVA - GUBITAK ELASTICNE
STABILNOSTI

Pojam elasti¢ne stabilnost ¢emo uvesti kroz primjere s krutim tijelom. Na Slici 3.1. je prikazano kruto
tijelo, valjak, koje se nalazi u stanju stabilne (a), labilne (b) i indiferentne ravnoteze (c). U slucaju stabilne
ravnoteZe (a) na Slici 3.1., otklanjanjem, tj. izvodenjem tijela iz poloZaja ravnoteZe, reakcija veza i aktivna
sila ¢ine moment koji uvjetuje vracanje tijela u ravnoteZni poloZaj iz kojeg je izmaknuto. U slucaju labilne
ravnoteZe (b) na Slici 3.1., izmicanjem tijela iz ravnoteZnog poloZaja aktivna sila i reakcija veza stvaraju
moment koji uvjetuje daljnje udaljavanje tijela od ravnoteznog poloZaja. U slucaju indiferentne ravnoteze (c)
na Slici 3.1., izmicanjem tijela iz ravnoteZnog poloZaja ne nastaje moment koji bi ili vracao u ravnoteZni
poloZaj ili odmicao od njega, tijelo ostaje u stanju (poloZaju) nakon prestanka djelovanja poremecajne sile,
kojom je izmaknuto iz ravnoteZnog poloZaja.

Slika 3.1. Valjak u tri stanja ravnoteze [1]

Kada razmatramo tanke Stapove u kontekstu stabilnosti, prema Slici 3.2., postoje opet tri moguca slucaja
ravnoteZe, stabilna, indiferentna i labilna ravnoteZa. Ako na neki Stap djeluje idealno centri¢na uzduzna sila
koja sabija Stap, a Stap je idealno homogen i uvjeti veza s okolinom su idealno centri¢ni, Stap ostaje ravan
prilikom deformiranja. No, ako sila nije idealno centri¢na, materijal Stapa nije idealno homogen ili pak
postoji nesavrSenost u osloncima, pojavit ¢e se moment savijanja uslijed uzduzne sile, koji uzrokuje
promjenu zakrivljenosti srediSnjice Stapa.

X

F<Fkr

7, {A 7. {A {A
stabilna ravnoieia indeiferentna ravnoteza  |gbilna ravnotesa

Slika 3.2. Tri stanja ravnoteZe Stapa opterecenog uzduznom tlaénom silom [1]

Elasti¢na stabilnost Stapa je obja$njena Slikom 3.2. na sljedec¢i nacin; pretpostavimo djelovanje uzduZne
sile F . Ako dodatno djeluje mala poremecajna sila AF , Stap ¢e se saviti, odnosno do¢i ¢e do izvijanja Stapa.
Ako u tom deformiranom poloZaju uklonimo poremecajnu silu ili ona nestane, Stap, ako je u stanju stabilne
ravnotezZe, ¢e se vratiti u pocetno ravno stanje. Ako prilikom prestanka djelovanja poremecajne sile Stap
ostane u deformiranom poloZaju, tada je Stap u stanju indiferentne ravnoteZe. Ako djelovanje te male
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poremecajne sile uzrokuje povecanje zakrivljenosti, moguée i do loma Stapa, tada je u stanju labilne
ravnoteze. Grani¢na vrijednost uzduZne sile koja razdvaja stanje stabilne i labilne ravnoteze Stapa se naziva
kriti€na sila F_ . Vrijednost kriti¢ne sile ovisi o geometriji Stapa i materijalnim karakteristikama, pa

razlikujemo Eulerovu i Tetmayerovu kriti¢nu silu, odnosno linearno podrucje izrauna sile prema Euleru i
nelinearno podrucje izracuna kritine sile prema Tetmayeru [1, 4, 16].

3.1. Eulerova kriti¢na sila izvijanja

Odredivanje kriticne sile pri izvijanju zapocet ¢emo Stapom, pretpostavimo okruglog presjeka, zglobno
vezanog na krajevima za okolinu i optere¢enog uzduznom silom, kako je prikazano na Slici 3.2. (a). Ako je
sila F manja od kriti¢ne sile izvijanja F < F,_, Stap ostaje ravan. Kada sila prijede vrijednost kriti¢ne sile,

pocinje izvijanje, kao Sto prikazuje Slika 3.2. (b). Na svakom presjeku moZemo u ovisnosti o progibu w(x)
odrediti moment savijanja M = Fw, kako je prikazano na Slici 3.3. (¢). OgraniCenja 1 pretpostavke koje

koristimo pri linearnom proracunu izvijanja su:
* popre¢ne mjere Stapa su male u odnosu na duljinu, max{h,b}<1/5,
e progibi su mali u odnosu na popre¢ne mjere Stapa, w,, <min{h,b}/10,
® kutovi zakreta tangente na elasti¢nu liniju su mali, ¢, <0,05 rad,

® poprecni presjeci ostaju ravni nakon deformiranja i okomiti na elasti¢nu liniju,

e u Stapu vlada pribliZno jednoosno stanje naprezanja.

2 M
Diferencijalna jednadzba savijanja je ((ib:; =-— EIy =— EI; w, §to drugacije zapisano daje:
d2
dx‘;v+a)zw=0, (3.1)

gdje je @ =F/ (EI y) . Rjesenje jednadzbe (3.1) je funkcija w(x) Cija druga derivacija ima isti oblik kao i
sama funkcija sa suprotnim predznakom. Takve funkcije su sin[wx] i cos[wx], ali u ovom slu¢aju zbog

rubnih uvjeta pomaka (zglobne veze s okolinom), w(0)=0,w(l)=0, uvjete zadovoljava sin[wx].
Pretpostavimo rjesenje u obliku:

w=Csin[wx]. (3.2)

Vrijednost konstante C =0 daje trivijalno rjeSenje, odnosno ravan Stap. Zanimljivije je rjeSenje kada je
sin[@l]=0 koje ukazuje na vrijednosti @ za koje je zadovoljeno sin[@!]=0. Sinusna funkcija ima nultocke
kada joj je argument:

wl=nrw,n=0,1,2,... (3.3)

Naravno, prva vrijednost n =1 daje najmanju kritinu silu izvijanja za ovaj oblik elasti¢ne linije, pa ako

uvrstimo (3.3)u @’ =F/ (Ely) dobit ¢emo:

/ El,
I gznﬂ':F:nzl—z’ﬂz. (3.4)
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Slika 3.3. étap opterecen na izvijanje: a) geometrija, b) deformirani oblik,
¢) unutrasnji moment savijanja u deformiranom stanju

Prema jednadzbi (3.3) rjeSenje za progib moZe imati viSe oblika, ovisno o rubnim uvjetima koji su
nametnuti, odnosno sili koja djeluje na Stap. Najmanja kriti¢na sila izvijanja za ovaj slucaj je:
El,
Fkr :l—zﬂ' . (35)
Ova se sila naziva i Eulerova kriti¢na sila. Za praksu je najbitniji prvi oblik izvijanja, odreden s n=1 jer
¢e izvijanje nastupiti odmah ¢im sila prijede najmanju kriticnu vrijednost. Pove¢anjem sile Stap bi se samo
jace izvijao, do pucanja ili velike trajne deformacije, u obliku luka. Za ostale oblike izvijanja, odredene s n =
2, 3,... potrebni su drugaciji oslonci, takvi da omogucée nepomicne to¢ke na odgovarajuéim mjestima na
Stapu. Bitno je da izvijanje nastupa oko glavne osi tromosti presjeka za koju je moment tromosti najmanji,
prema principu najmanjeg otpora. U svjetlu tog uvjeta, malo ¢emo izmijeniti kriti¢nu silu na nacin:
El )

F, = %ﬂ' . (3.6)

U ovim izrazima je pretpostavljen Stap koji je zglobno vezan na svojim krajevima. U slu€aju da nisu
takve veze s okolinom, mijenja se oblik, tj. forma izvijanja, a time i racunski slobodne duljine izvijanja, kako
je prikazano na Slici 3.4. Jo$ ¢emo izmijeniti izraz za kriticnu Eulerovu silu (3.6) kako bismo uveli veli¢inu

slobodne duljine izvijanja, u skladu sa Slikom 3.4.:

EI
F,=—M7’, (3.7)
lO
Nadalje ¢emo silu izvijanja podijeliti s ploStinom popre¢nog presjeka Stapa, pa slijedi:
F, EI_.TA
i:—"“;/ . (3.8)
A Iy

Ovdje ¢e veliCina o, =F_ /A biti oznatena kao kritiCno naprezanje, koje predstavlja prosjecno
naprezanje po presjeku, a ne naprezanje u nekoj tocki, odnosno raspodjelu naprezanja.
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Slika 3.4. Slobodne duljine izvijanja: a) dva zglobna oslonca, b) ukljestenje i slobodan krayj,
¢) ukljestenje i zglobni oslonac, d) dva ukljestenja
)

Za presjek Stapa vrijedi I . / A=i_ . , minimalni radijus tromosti, pa ¢emo nadalje pisati:

. 2
o, :;ﬁE(’ﬂ] : (3.9)
0
Uvest ¢emo novu veli¢inu koju zovemo vitkost Stapa, prema:
lO
A=——. (3.10)

o,.=7T"—. (3.11)

Izraz (3.11) dobro opisuje kriticnu silu za izvijanje vitkih Stapova, ali smanjenjem vitkosti do neke
grani¢ne vrijednosti, naprezanje koje daje (3.11) sve viSe odskace od eksperimentalnih vrijednosti. Razlog
tome je Sto za izvijanje kratkih (nevitkih) Stapova ponaSanje postaje nelinearno elasti¢no, pa kasnije
plasti¢no. Iz tog razloga odredena je grani¢na vrijednost vitkosti za koje vrijedi (3.11), a ta vrijednost ovisi o
granici proporcionalnosti materijala o, (priblizno vrijednost naprezanja tecenja), pa je ta granicna vrijednost

E
A= /0—1 (3.12)

Izraz (3.11) vrijedi ako je zadovoljeno 41> 4, .

vitkosti odredena sa:

3.2. Tetmayerova kriti¢na sila izvijanja

Za Stapove kojima je vitkost manja od granicne prema Euleru odredene (3.12), izraCunavanje kriticnog
naprezanja, odnosno kriti€ne sile, ¢emo provoditi prema postupku koji je predloZio Tetmayer jer je to
najjednostavniji nacin prorauna za to podrucje. Tetmayerov postupak ima ogranicenje, pa je granicna
vitkost za koju vrijede Tetmayerove jednadzbe odredena sa:

O, —O.
Ap = A, ——F, (3.13)
O-()_O-p
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gdje su o, karakteristicno naprezanje koje se dobije kada se eksperimentalni podaci o izvijanju
aproksimiraju praveem, prema Slici 3.5., a 0, je naprezanje teCenja.

O

Slika 3.5. Kriti¢no naprezanje pri izvijanju ovisno o vitkosti Stapa
Kritino naprezanje prema Tetmayeru je odredeno:

0. =0,-(0, —ap)%. (3.14)

14

Za neke konstrukcijske Celike navedeni su ovisnost o, o vitkosti [1]:

C.0360 o, =310-1,144,
C.0460 0, =335-0,624,. (3.15)
C.0560 o, =470-2,34.

Primjer 3.1. Izvijanje Stapa u konstrukciji.

Spreg M, opterecuje krutu gredu zanemarive mase prema Slici 3.6. Stap koji podupire gredu je kruto
vezan s gredom i ukljeSten na drugom kraju. Odrediti najveéi spreg da ne dode do izvijanja §tapa, uz faktor

sigurnosti S =3. Zadano:
L=15m, L, =2,5m,b=100 mm, E =210000 MPa, o, =470 MPa, o, =310 MPa, ¢, =220 MPa ..

Ovaj slucaj veza Stapa s okolinom u smislu slobodne duljine izvijanja najsli¢niji je Stapu s ukljeStenjima
na oba kraja, prikazanom na Slici 3.4. d). Razlika izmedu ta dva Stapa je Sto Stap na Slici 3.4. d) ima vodilicu
na jednom kraju, dok ovaj zadani nema. Ipak, ta dva slucaja veza Stapa s okolinom se ne razlikuju znacajno.
Pri malim pomacima spoja grede i Stapa, Stap opterecen na izvijanje je zbog krutog spoja s gredom okomit na
gredu, a greda se neznatno zakrece, $to je vrlo blisko slucaju prikazanom na Slici 3.4. d). Iz tog razloga
uzimamo da je slobodna duljina izvijanja:

l,=0,5/=0,5L =1250 mm . (3.16)

L/4 L $ L/4

AL k A

0,5

L,

N

Slika 3.6. §tap opterecen na izvijanje u konstrukeiji
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Minimalni moment tromosti, radijus tromosti i vitkost A su:

~ b-(O 5b)3 0, 125b4

=1041666,6 mm*; A=b-(0,5b) = 0,5b> = 5000 mm’

4
/mm /5)51;2517 =0,14434b =14,434 mm. (3.17)

I, 1250

i 14, 434

min

s V.

Idudi korak je odrediti grani¢nu vrijednost za vitkost koja razgranicuje prorac¢un po Euleru i Tetmayeru, a
grani¢na vitkost za proracun prema Euleru je:

4 =x |5 =z 22290 _g7 06, (3.18)
o, 220

Provjerit ¢emo i donju grani¢nu vrijednost vitkosti da bismo Stap proracunavali na izvijanje. Grani¢na
vitkost 4, je prema zadanim podacima:

Ap=4,20 % ~97,06 707310 _ 65 10, (3.19)
0' -0, 470-220

Vitkost Stapa je unutra podrucja proracuna prema Tetmayeru. Kriti¢no naprezanje prema Tetmayeru ¢emo
izraCunati pomocu izraza (3.14):

A 86,6
o =0,—|o,—0 |—=470—-(470-220 .
kr 0 ( 0 p)ﬂ, ( )97

P >

=246,94 MPa . (3.20)

Buduc¢i da je zadatkom zahtijevan faktor sigurnosti S =3, izmijenit ¢emo kriti¢no naprezanje i oznaciti tu
vrijednost kao dopustenu:

Gy, =i 2 24098 _g) 3 MPa. (3.21)
s 3

Prema tome dopustena uzduZna sila na Stap je:

=o'd0pA282,3-50002411566,6 N. (3.22)

F

dop

Sila pritiska na Stap ovisi o opterecenju, tj. spregu koji djeluje na gredu, pa ¢emo postaviti uvjet ravnoteze
u skladu sa Slikom 3.7.:
> M.=0=>M,=F,L=F, L.

dop (3.23)
M, =411566,6-1500 = 617350000 Nmm=617,35 kNm.

CMO
C
e 15 L $ L/4
1

Slika 3.7. RavnoteZa grede u konstrukeiji

Primjer 3.2. Izvijanje Stapa u konstrukciji.

Kruta greda zanemarive mase prema Slici 3.8. opterecena je jednolikim raspodijeljenim optere¢enjem i
poduprta Stapom A-B. Stap A-B je okruglog presjeka s kuglastim krajevima. Odrediti promjer d Stapa A-B
da ne dode do izvijanja Stapa, uz faktor sigurnosti S =4 . Zadano:

g, =50 N/mm, L=5m, L =3m, E=210000 MPa, 5, =310 MPa, &, = 220 MPa, 5, = 180 MPa.
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Slika 3.8. Stap optereéen na izvijanje u konstrukeiji

Ako idealiziramo dodir kuglastog kraja Stapa i podloge, odnosno grede, tada ta veza omogucuje rotaciju
Stapa oko bilo koje osi koja prolazi kroz dodirnu plohu. Idealizacija tog dodira znaci zanemarivanje
deformacija koje utjeCu na mogucénosti zakretanja Stapa, odnosno naprezanja, tj. sile na dodirnoj povrSini
pruZaju otpor tom zakretanju. Ovaj slucaj veza Stapa s okolinom u smislu slobodne duljine izvijanja
najsli¢niji je Stapu sa zglobnim vezama na oba kraja, prikazanom na Slici 3.4. a). 1z tog razloga uzimamo da
je slobodna duljina izvijanja:

I, =L, =3000 mm . (3.24)

Ovdje ne poznavajuci promjer Stapa ne poznajemo vitkost, koja utjeCe na kriticno naprezanje, pa ¢emo
postaviti uvjet koliko najmanje kriticno naprezanje mora mo¢i podnijeti Stap prema Euleru, poznavajuci
opterecenje i zahtijevani faktor sigurnosti, a to ¢e ovisiti o promjeru. S druge strane ¢emo odrediti kako ovisi
kriticno naprezanje prema Euleru o promjeru te dobiti jednadZbu s jednom nepoznanicom. Kada izra¢unamo
promjer i zaokruZimo ga, moramo provjeriti vrijedi li i dalje uvjet proratuna prema Euleru. Za zadane
parametre materijala grani¢na vrijednost vitkosti za prorac¢un prema Euleru je:

lp =7 £ =7 /210000 =107,3. (3.25)
o, 180

Radijus tromosti za okrugli presjek ¢emo izraCunati prema:

zd*
2
imin - Imin — 642 — d_ :i (326)
V A zd V16 4
4

Vitkost zadanog Stapa je:

I, 43000 _ 12000
i d d

min

A=

(3.27)

Sila koja se javlja u Stapu, i naprezanje u Stapu, slijedi iz ravnoteZe grede i iznosi:
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2
> M, :OjFBL:qO%:FB :q()%:so&zoozusooo N.

o =tp 1200 30000 e . (3.28)
A 7d d

4

g _Ou =0, =So.= 4500(30 _ 2000200 N
o wd wd

X

/ mm®.

Iduée ¢emo postaviti vitkost i prema njoj kritiéno naprezanje prema Euleru kao funkciju promjera:

2
_p B 210000, 21dt o

o, = - (3.29)
kr A2 (12000)2 14400

d

IzjednaCavanjem izraza za “najmanje potrebno” kriti¢no naprezanje (3.28) i ono prema Euleru (3.29)
dobit ¢emo jednadZbu s promjerom kao nepoznanicom:

200000 21d? 20000014400 288-107
—=r = - =d* = d=}——— =45,86 mm.
d 14400 2171 211

Ad =45,86):M=261,66 (3.30)
45,86

>

odabrano d =50 mm.

A(d=50)=22290 _ 540
50

U jednadZzbama (3.30) nakon izraCuna promjera provjerava se vitkost za odabrani promjer. Cilj je
provjeriti koliko je ta vitkost blizu grani¢ne A,, da bi se moglo odabrati standardiziran promjer Stapa.

Citatelj se moZe uvjeriti uvritavanjem zaokruzenog promjera d =50 mmu jednadzbe (3.28) i (3.29) kriti¢no
naprezanje takvo da je faktor sigurnosti veci od zahtijevanog.

Primjer 3.3. Izvijanje Stapa izmedu krutih povrsSina.

Stap A-B okruglog (prstenastog) presjeka s jednim kuglastim i drugim plogastim krajem, kako je
prikazano na Slici 3.9. sluzi za drZanje polica. Nacin ugradnje je sabijanjem izmedu krutih stropa i poda.
Sabijanje se postiZe pomocu klinova na podu. Pretpostavka je da su paralelne plohe klinova koje su u dodiru
s podom, odnosno donjom plohom ploce na donjem kraju stupa paralelne i prilikom sabijanja nema bo¢nih
sila na Stap. Isto tako nema spregova po duljini Stapa nakon ugradnje. Odrediti najvecu silu na klinovima da
ne dode do izvijanja Stapa, uz faktor sigurnosti § =5. Pretpostavka je da je faktor trenja na svim metalnim
povrSinama ux =0,1, a kut nagiba klina je & =3°. Zadano:

L=5m,d =100 mm, d, =90 mm, E =210000 MPa, o, =310 MPa, o, =220 MPa, o, =180 MPa.

@JL

Slika 3.9. Stap izmedu dva ukljestenja
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Ovaj slucaj veza Stapa s okolinom u smislu slobodne duljine izvijanja najsli¢niji je Stapu s ukljeStenjem
na jednom kraju i zglobnom vezom na drugom, prikazanom na Slici 3.4. c). Plo¢a na donjem dijelu Stapa
predstavlja ukljeStenje, ako zanemarimo male deformacije uslijed mogu¢ih nesavrSenosti klinova i same
ploce. Drugim rije¢ima, donja ploc¢a ne dopusta zakretanje Stapa u smislu savijanja jer je ,,dovoljno* §ira od
Stapa. 1z tog razloga uzimamo da je slobodna duljina izvijanja:

l,=0,7L=0,7-5000=3500 mm . (3.31)

Za zadane parametre materijala grani¢na vrijednost vitkosti za proracun prema Euleru je:

lp =7 £ =7 /210000 =107,3. (3.32)
o, 180

Radijus tromosti za prstenasti presjek ¢emo izraunati prema:

d*—d*)/ 64 d>+d’
- ﬁz\/”( ) -\/( i “)=%\/1002+902=33,634mm. (3.33)

[ =
"N A N\ z(d-d)4 16
_ o _ 3500 =104,06. (3.34)
i 33,634

min

Vitkost Stapa je unutar podrucja prora¢una prema Tetmayeru. Kriticno naprezanje prema Tetmayeru ¢emo
izraCunati pomocu izraza (3.14):

o, =0,-(0, —ap)%:310—(310—180)104’06

P >

=183,93 MPa . (3.35)

Dopusteno naprezanje u Stapu je manje od kriticnog zbog zahtijevanog faktora sigurnosti pa slijedi:

o, =T 218393 _ 56 786 MPa . (3.36)
s 5

1z ovoga slijedi da je dopustena sila u Stapu:

(a>-a?)
4

2 on2
i (100* —90%)

dop

=0,,A=36,786-7 =36,786-7 =54894,15N.. (3.37)

Silu u Stapu s druge strane uzrokuje medusobno pritiskanje klinova, a sile medu klinovima su prikazane
na Slici 3.10.

dva tijela koja se
medusobno ne pomicu

Slika 3.10. Sile na klinovima

RavnoteZa gornjeg klina sa Stapom je opisana jednadzbama:
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ZFX=O: F,,, — Fy cos(3°)+ F,sin(3°)=0. (a)
Y. F,=0= F —F,sin(3°)— F, cos(3°)=0. (b)
F, = uF, =0,1F,. (3.38)

F,
(a)= F,, = F,0,9986—0,1F,0,0523 = F, = dop =55260 N.
0,9986 —0,00523

(b)= F =F,0,0523+0,1F, 0,9986 = F,, (0,0523+0,09986) =8338,73 N.

Primjer 3.4. Izvijanje uslijed promjene temperature.

Stap A-B naginjen od standardnog istokra¢nog profila oznake L50x6 uklijeiten na oba kraja, kako je
prikazano na Slici 3.11. optere¢en je toplinski, poviSenjem temperature. Odrediti najvece poviSenje
temperature da ne dode do izvijanja Stapa, wuz faktor sigurnosti S=2. Zadano:
L=3m,1, =20,4cm", I, =524 cm*, A=5,69 cm®, E =210000 MPa, 0, = 310 MPa, 0, =220 MPa,

o, =180 MPa, =12-10° K.

Slika 3.11. Stap opterecen na izvijanje
poviSenjem temperature

Povisenjem temperature Stap ima teznju povecati svoju duljinu. U tome ga sprecavaju ukljeStenja, te se
javljaju reakcije u ukljeStenjima koje drZze Stap na pocetnoj duljini. Prvo ¢emo postaviti jednadzbu koja ¢e
opisivati promjenu reakcije s promjenom temperature, kako je prikazano na Slici 3.12. PoviSenjem
temperature Stap bi se duljina Stapa promijenila za:

AL’ = LAY« , (3.39)

gdje je A poviSenje temperature a & koeficijent toplinskog rastezanja. Uslijed temperaturnog Sirenja javlja
se reakcija u ukljeStenjima koja je proporcionalna poviSenju temperature prema:

AL =— FoL . (3.40)
AE
Zbrojeno ta dva produljenja moraju dati nulu, pa slijedi sila reakcije:
F,L
AL’ +AL" = 0= LAY ——2==0.
A (3.41)
F, = AEAYa.
Reakcija u ukljestenjima izaziva tla¢no naprezanje po Stapu u iznosu:
O'X(FR(zB)):%:EAﬂa. (3.42)
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Za Stap prema Slici 3.11. slobodna duljina izvijanja je [, =0,5L=0,5-3000=1500 mm. Minimalni

4
radijus tromosti je i, = \/1—72 =, /w =9,6 mm . Slijedi da je vitkost Stapa:
A 569
l

A=—"= =156,31. (3.43)

7 7 7

Slika 3.12. Izra¢unavanje reakcije pri zagrijavanju stapa

Grani¢na vitkost Stapa da bi ga mogli proracunati na izvijanje prema Euleru je

, E /210000
A=x|—=x 150 =107,3. Kriti¢no naprezanje za Stap za koji je 4> 4, je:
(o
P

JE 210000
O-kr =T —2:7[ —
A 156,31

=84,83 N/mm’ . (3.44)

Uz zadani faktor sigurnosti S =2 dopuSteno naprezanje po presjeku je:

O, =0, /S=84,83/2=42,415N/mm”. (3.45)

dop

S obzirom da je naprezanje po presjeku:

X

o, = % =EAOx =42,415.

(3.46)
42,415 42,415

AW = -
Ea  210000-12-10

=16,8 K.

Primjer 3.5. Izvijanje slobodnog Stapa.

Stap A-B naginjen od standardnog istokraénog profila oznake L60x5 uklijesten je na jednom kraju, kako
je prikazano na Slici 3.13. i opterecen silom na slobodnom kraju. Odrediti najve¢u duljinu da ne dode do
izvijanja Stapa, uz faktor sigurnosti S =3. Zadano:

F=5000N, 7, =30,7 cm*, I, =8,03 cm*, A=5,82 cm®,
E =210000 MPa, 6, =310 MPa, 0, =220 MPa, o, =180 MPa.

Budu¢i da ne znamo kolika je vitkost Stapa, odredit ¢emo prvo grani¢nu vitkost za koju jo§S mozemo
, E /210000
odrediti kriticno naprezanje prema Euleru, a to je /1p = |[—=7% 150 =107,3. Nadalje ¢emo izraCunati
o
p

minimalni radijus tromosti presjeka, i,;, =+/I,/ A =+/8,03-10" /582 =11,75 mm . Vitkost ¢emo izraziti kao

funkciju duljine Stapa, s timda je [, =2L:

Studij strojarstva 49



Josip Hoster: CVRSTOCA 11

(3.47)
Slika 3.13. Stap s ukljestenjem
opterecen na izvijanje
Naprezanje po presjeku je iz zadanog opterecenja:
F
o, =—= 5000 =8,59 N/mm”. (3.48)
A 582

Dopusteno naprezanje je o,,=0, /S pa slijedi da kritino naprezanje mora biti najmanje
0,280,,=50,=3-859=2577 N/mm”. To nam daje vrijednost za provjeru kriticnog naprezanja
prema Euleru, pa slijedi:

2 2 2
o, =L =BT g BT (20000 ez (3.49)
A o, o, 25,77

Time dobivamo grani¢nu vrijednost vitkosti za koju je zadovoljen uvjet faktora sigurnosti. Iz vitkosti
Stapa slijedi duljina prema (3.47):

2L

286,3=1 = L=283,6-11,75/2=1666,15mm . (3.50)

’
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4. SLOZENO OPTERECENJE

Vrlo ¢esto ¢e se u tehnickoj praksi dogoditi da je neki geometrijski jednostavan element (ograni¢imo se
pritom na ravne Stapove) sloZeno opterecen. SloZeno opterecenje, staticko, je najjednostavnije predstaviti kao
istovremeno djelovanje jednostavnih optereéenja koja su spomenuta dosad u Cvrstoéi I, a to su uzduzno
(aksijalno) opterecenje na sabijanje ili rastezanje, uvijanje, savijanje ili smicanje [1]. Pritom komponente
naprezanja koje ta jednostavna opterecenja uzrokuju izraCunavamo zasebno za svako opterecenje, pa prema
principu superpozicije zbrajamo u ukupno naprezanje za zadani nosa¢. U razmatranje sloZenih opterecenja
ne uvodimo izvijanje. Kako promatramo samo linearno elasti¢ne probleme, vrijedit ¢e princip superpozicije
za sve kombinacije optere¢enja. Naprezanja koja uzrokuju pojedina opterecenja ¢emo na odgovarajuéi nacin
zbrajati u slu€aju sloZenih opterecenja.

Kombinacija opterec¢enja, odnosno naprezanja koja se pri tome javljaju, utjeCu na provjeru kriterija
¢vrstoce [1, 4, 16]. Istovremeno postojanje visSe komponenata naprezanja u nekoj tocki tijela predstavlja
svojevrsni problem za provjeru ¢vrstoce. Za materijal od kojeg je nacinjena konstrukcija (element) poznato
je najéesce kolika je granica proporcionalnosti, elasti¢nosti, pucanja (loma) za jednoosno stanje naprezanja,
najcesSce rastezanje ili sabijanje. Ispitivanje materijala (ispitni uzorak) za viSeosno stanje naprezanja je skupo
1 ne provodi se za ve¢inu materijala. To je razlog da preraCunavamo viSeosno stanje naprezanja u jednoosno,
koje onda moZzemo usporediti s podacima dobivenim ispitivanjem ispitnog uzorka s jednoosnim stanjem
naprezanja.

4.1. Savijanje i osno optereéenje

Analizirat ¢emo slucaj optereéenja Stapa pravokutnog popre¢nog presjeka optere¢enog tlanom
uzduZnom silom, ekscentri¢no, prikazano na Slici 4.1.

V=

F

— €

a)

b)
®

7 519%

=S oM)  o(F)

@ e =

7oA
fixa\@ o) o

x d)

Slika 4.1. SloZeno optereéen Stap: a) geometrija i optereéenje, b) reducirano opterecenje
na teZiSnicu, ¢) komponente naprezanja, d) ukupno naprezanje
Na Slici 4.1. a) prikazan je Stap pravokutnog poprecnog presjeka opterecen silom [ koja je ekscentricna
za iznos e prema teZiStu presjeka. To moZemo zamijeniti silom u teZiStu presjeka i dodatnim spregom iznosa
M = Fe, zbog redukcije sile u srediSnju os, kako je prikazano na Slici 4.1. b). Sila F uzrokuje normalnu
komponentu naprezanja ¢ iznosa:
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o, (F)=——. (4.1)

Ovdje je bitno napomenuti da je prema Slici 4.1. a) sila F' koncentrirana sila, no to nije nuzno slucaj u
stvarnosti; ovdje je simbolicki prikazana sila kao koncentrirana, dok u stvarnosti mozZe djelovati
wraspodijeljeno* kao npr. preko zglobnog oslonca. u slucaju koncentrirane sile, izrazi za naprezanja vrijede
na udaljenosti od oko min{h,b}, prema St'Venantovom principu [1] koncentracije naprezanja, gdje su b,h
mjere poprecnog presjeka. Raspodjela naprezanja uslijed sile je prikazana na Slici 4.1. ¢). Spreg M uzrokuje
takoder normalnu komponentu naprezanja o, iznosa:

Fe
O'X(M)=I—z. 4.2)

Za izraz (4.2) podrazumijeva se da je os y okomita na ravninu papira i usmjerena iz papira. Raspodjela
naprezanja uslijed sprega je prikazana na Slici 4.1. ¢). Ukupno naprezanje je zbroj naprezanja sile i sprega i
iznosi:

F Fe

O'XZOE(F)JFO'X(M):—XJfI—Z- (4.3)

y
Ukupno naprezanje po presjeku Stapa je prikazano na Slici 4.1. d).
Primjer 4.1. Savijanje i osno opterecenje.

Na Slici 4.2. prikazana je vijcana presa. Navojnim vretenom ostvaruje se sila F . Sredis$nji dio preSe ima
pravokutni poprec¢ni presjek mjera b, h. Odrediti raspodjelu naprezanja kao i najveée naprezanje u sredini

presjeka. Zadano: F =16000 N, e=0,16 m, b =20 mm, h =80 mm .

7
2222

Slika 4.2. Vijc¢ana presa

SrediSnji dio Stapa, odnosno stupa preSe, je opterecen istovremeno na rastezanje i savijanje zbog
ekscentri¢nosti sile F' prema teZiStu presjeka stupa. Naprezanje uslijed rastezanja jednako je:

O'X(F)zﬁzmzlo N/mm?. (4.4)

Naprezanje uslijed sprega jednako je:

Fle+h/2 .
o (M)= (el )z=16§80802300z=3,75zN/mmz. 4.5)

V 12

Ukupno naprezanje je jednako zbroju naprezanja odredenih s (4.4) i (4.5):

o, =10+3,75 z N/mm”. (4.6)

Najvece naprezanje je na vanjskim plohama presjeka:
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(6,)  =10-3,75-40=~140 N/mm’,

, 4.7)
(c,).. =10+3,75-40=160 N/mm’.

Raspodjela naprezanja po presjeku stupa prikazana je na Slici 4.3.
150

140
?

é X
& &

z 10 L 150 160

ANNRRRRNERRRINRARARRRRNE]

Slika 4.3. Raspodjela naprezanja u stupu vijéane prese

4.2. Savijanje i uvijanje okruglih Stapova

Kombinacija savijanja i uvijanja okruglih Stapova je vrlo Cesta u tehnickoj praksi. Ovdje ¢emo
pretpostaviti da je zadovoljen uvjet jednake Evrstoce ili bolje receno, granice teenja, pri opterecenju na
sabijanje i rastezanje. Razlog tome je Sto ¢emo kasnije u teorijama ¢vrstoc¢e postaviti jednadZbu koja ne
uzima u obzir predznak normalne komponente naprezanja, radi opcenitosti, pa stoga mora biti zadovoljen
ovaj uvjet. Ako promatramo Stap optere¢en momentom uvijanja i savijanjem, posmi¢na komponenta
naprezanja uslijed uvijanja biti ¢e najveca na vanjskoj povrSini. Normalna komponenta naprezanja uslijed
savijanja biti ¢e opet najveca na vanjskoj povrsini.

Savijanje moZe biti Cisto savijanje, ali je vrlo Cest slucaj popre¢nog savijanja (savijanja silama), pa ¢e
posmi¢na komponenta naprezanja uslijed poprecnih sila biti najveca u sredini Stapa, a na vanjskoj povrSini
jednaka nuli. Stoga ¢emo jednako promatrati slu€aj Cistog savijanja i popre¢nog savijanja u kontekstu
utjecaja na naprezanje. Kasnije za dimenzioniranje je bitno najvece naprezanje pa ¢emo zanemariti posmic¢nu
komponentu naprezanja uslijed mogucih poprec¢nih sila. Na Slici 4.4. prikazan je Stap opterecen na savijanje
i uvijanje. Moment savijanja je oznaten M, a moment uvijanja je oznacen 7 . Posmi¢na komponenta
naprezanja uslijed uvijanja i normalna komponenta uslijed savijanja prikazane se na diferencijalnom
elementu na vanjskoj plohi na Slici 4.5.

Slika 4.5. Stanje naprezanja u tocki A

Na Slici 4.5. prikazane su komponente naprezanja u tocki A Stapa sa Slike 4.4. Komponente naprezanja
jednake su:
T=

o= 4.8)

SE

T .
WI’
3 3
je polarni moment otpora, a W =

U jednadzbama (4.8) W, = ﬂ;é je aksijalni moment otpora.
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Primjer 4.2. Savijanje i uvijanje Stapa.

Na Slici 4.6. prikazano je vratilo promjera d s remenicama. Remenicom B, promjera D,, dovodi se
snaga P. Zanemaruju¢i gubitke, remenicom C, promjera D,, ta se snaga odvodi. Odrediti raspodjelu
komponenata naprezanja u kriticnom presjeku. Zadano:

P=1500 W, n=1440 min™', d =20 mm,
D, =240 mm, D, =360 mm, L, =200 mm, L, =300 mm, L; =500 mm .

C
B pre—

L

3

Slika 4.6. Vratilo optereéeno na savijanje i uvijanje

Vratilo prenosi snagu P=T® na dijelu od, pojednostavljeno promatrano, sredine remenice B do sredine
remenice C. Moment uvijanja T je veliCine:

P=To—T =£‘a)= Zzéz 272’% =150,8 s7'|.
wP 1500 @9
T=—=—-—=9,947 Nm.
@ 150,8
Najveca vrijednost posmi¢ne komponente naprezanja uslijed uvijanja vratila jednaka je:

T T 47 47-10°
g=t o T 9947 9947106 335 N/mm?. (4.10)

W, #zd” 720" 1570,796

16 16

Moment uvijanja na remenicama je ostvaren obodnom silom kao razlikom sila u krakovima remena. Za
remenicu B obodna sila (F,), i sile u krakovima remena su:

103
(Fo)lzzzwzgz’gg N.
i 24072 4.11)
ZMx=0:2F1’]_F1’]:(Fo)1’] _>E=(Fo)1:82’89 N

Za remenicu C obodna sila (F, ), i sile u krakovima remena su:

3
(F0)2 =Z=w=55,26 N.
rno 36072 (4.12)

> M, =0=2F,,—F,,=(F,),r, > F,=(F,),=55,26 N.

Na Slici 4.7. prikazane su reducirane sile na sredi$njicu vratila i pripadni momenti.
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C T
A B — ‘\
T D \\
m I — € A
B 3F,
. 3F, 2
3F, =
B Cc 3F,
A D
i
Y T3,
— 13F,

Slika 4.7. Rezultirajuéa opterecenja na vratilu

Sile reducirane na srediSnjicu vratila djeluju u dvije koordinatne ravnine, pa ¢emo iduce izraCunati
momente savijanja na mjestima koncentriranih sila. Momenti savijanja i uvijanja su prikazani na Slici 4.8.

Oxz:
> F.=0—F;-3F+F;=0.
> M, =0-3FL+F;L,=0. (4.13)

F;=3FL /L,=3-82,89(200/500)=99,468 N.
Fi=3F —F; =3-82,89—99,468 =149,202 N.

Oxy:
> F,=0—F; -3F,+F; =0.
> M, =0-3F,L,+FJL,=0. (4.14)

F} =3F,L, | L, =3-55,26(300/500) = 99,468 N.
F} =3F,—F] =3-55,26—99,468 = 66,312 N.

Budu¢i da na presjecima B i C koji su kriti¢ni (odnosno, jedan od tih ¢e biti kritiCan) djeluju momenti
savijanja u dvije okomite ravnine, moZemo izracunati rezultiraju¢i moment.

Oxz

M ¥

¥

719893,6 Nmm
o 298404 Nmm

Z

13262,4 Nmm .|

T 9947 Nmm

326543 Nmm _28133,8 Nmm

Slika 4.8. Momenti savijanja i uvijanja
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Buduéi da je savijanje u dvije ravnine, odredit ¢emo rezultantu raspodjelu normalne komponente
naprezanja uslijed savijanja momentima M i M_. Ekstremne vrijednosti ¢emo dobiti izjednacavanjem

derivacije funkcije raspodjele naprezanja o (y,z) uvodenjem uvjeta koji opisuje konturu (rub) prema:

=y +7 sy=trr-7. (4.15)

Odabrat ¢emo traZenje ekstrema na pozitivnoj koordinati y jer je prema Slici 4.9. na toj strani maksimum

komponente naprezanja. Radi opcenitosti izvoda ne¢emo dodavati oznake toCke na vratilu (u smislu
koordinate x) u kojoj traZimo ekstreme. Raspodjela naprezanja u sluc¢aju djelovanja momenata savijanja oko

M,
obje koordinatne osi (glavne osi tromosti presjeka) je o, = I—’z - A;[Z v . Slijedi:

y z

o :&Z_ z r2_Z2 i:O - %_ﬂl_—zz:
! 1 1 dz 1 I 2 =z
(4.16)
. 2 2 M 2 M 2 M 2
=— | > =2 = |1+ 2| |=r =
r2_Z2 Mz r—-z Mz Mz Mz
2
2_ 2 My M2 _ 2 M,
z = o 2 7= 2 2"
MZ My+MZ My+MZ
4.17)

M M? M
- = y, =% [r-r =1 -
Yo \/ M’ +M’

ZO:ir,/M§+Mf N E

Uvrstavanjem vrijednosti za poloZaj ekstremne vrijednosti naprezanja, iz (4.17) u raspodjelu naprezanja,
dobit ¢emo iznos ekstrema normalne komponente naprezanja. Ovdje ¢emo uvesti dodatni uvjet da su
ekstremne vrijednosti naprezanja raspodijeljene prema Slici 4.9.

(4.18)

O (M)
- ¥

Slika 4.9. Raspodjela naprezanja po presjeku uslijed savijanja

Rezultiraju¢i momenti savijanja u presjecima B i C prema (4.18) su:

M, = \/29840,42 +13262,4* =32654,9 Nmm, M. = \/19893,62 +19893,6” =28133,8 Nmm. (4.19)

Komponente naprezanja u kriti€nom presjeku su jednake:

B:o :%r;z}:lr. (4.20)
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U izrazu za normalnu komponentu naprezanja u (4.20) ne uzimamo u obzir predznak naprezanja, kako je
ve¢ objasnjeno. Raspodjela komponenata naprezanja u presjeku B je prikazana na Slici 4.10.

T
oy
\\ MB
= M,
z ® M,y
Tr

Slika 4.10. Komponente naprezanja uslijed savijanja i uvijanja

4.3. Opdi slucaj opterecenja okruglih Stapova

Osim kombinacija opterec¢enja spomenutih u prethodna dva poglavlja, u opéem slucaju moze postojati
kombinacija savijanja, uvijanja i uzduZnog optereCenja. Na Primjeru 4.3. ¢emo prikazati izraun
komponenata naprezanja za takav slu¢aj opterecenja.

Primjer 4.3. Savijanje, uvijanje i uzduzno opterecenje

Na Slici 4.11. prikazan je nosa¢ nacinjen od cijevi promjera D/d opterecen silama. Odrediti raspodjelu
komponenata naprezanja u kriticnom presjeku. Zadano:
F,=1500 N, F, =1000 N, D =48 mm, d =41 mm, L, =1000 mm, L, =200 mm, L, =400 mm .

5|
A=l
L
C :
{2
I B =
E2 ~
7 A
- A
L
, 3 =54
; N
[ 1 K B

Slika 4.11. Prostorni konzolni nosa¢
Ovo je sluCaj opceg opterecenja Stapa. Sile uzrokuju uzduZno sabijanje dijela duljine L, i L,, savijanje
svih dijelova i uvijanje dijelova duljine L, i L,. Uvest ¢emo lokalne koordinatne sustave kako bismo lakSe

opisali raspodjele komponenata naprezanja, kako je prikazano na Slici 4.12. UzduZna opterecenja ¢emo
opisati po€evsi od slobodnog kraja nosa€a. Za pojedini dio nosaca stavit ¢emo gornji indeks koji ¢e opisati
komponente naprezanja kako bi opisali na kojem je dijelu nosaca ta komponenta. Tako broj 1 u gornjem
indeksu predstavlja raspodjelu unutraSnje veliine na dijelu duljine L,, itd. Na Slici 4.13. su prikazani

dijagrami unutras$njih veli¢ina su prikazani po dijelovima konstrukcije. PloStina poprecnog presjeka cijevi
jednaka je A= 72’(482 —-41 ) /4=498,3 mm” . Normalne komponente naprezanja uslijed uzduznih sila su po

dijelovima:
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(62) =0.(c2) =—F,/ A=-1000/489,3 = 2,044 N/mm”.

X

a ) 4.21)
(O'i) =—F / A=-1500/489,3 =-3,066 N/mm”’.
Normalne komponente naprezanja uslijed savijanja su po dijelovima:
az_Fi(L}_xz) _Fz(L3—x3) z_Fi(Lz_xz) _les
X = 23 Y3 0, = &) Y,
1 1 1 1 (4.22)
1 FL, FL, FZ(Ll_xl)
o, = = 1 ML
I I I
E
2
O
Wl %
2 [} X,
z
2
A 1
»
X, Z
il Yol 4
1 JCSZ3
FyR—
Iy
Slika 4.12. Lokalni koordinatni sustavi na konzoli
Posmicne komponente naprezanja uslijed uvijanja su po dijelovima:
L :7. =0.
F .
L:t, = Ly r= 1500400 24 =2,9 N/mm”®. (4.23)
I, 4965310
F. 1000-4
L:t = oLy, 1000-400 24=1,93 N/mm®.

I 4965310

Budu¢i da je nosac stalnog poprec¢nog presjeka, aksijalni i polarni momenti tromosti presjeka su svugdje
isti, kao i aksijalni i polarni momenti otpora. Iznosi tih veli¢ina su:

_D*-a' 48 -41" D'-d* 48'-41

[= =2482655 mm*, I = =4965310 mm"*. (4.24)
64 P 32

64

4010’ Nmm

’/E’
5

i

oK

oy,
A
PR

Ve
"
/K

a) b)
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c)

Slika 4.13. Dijagrami unutrasnjih veli¢ina: a) na dijelu duljine L3,
b) na dijelu duljine L,, ¢) na dijelu duljine L,

Najvece ¢e vrijednosti normalne komponente naprezanja uslijed savijanja biti ovisne samo o sili i
krakovima, pa ¢emo ih izraCunati za kriti€éna mjesta:

tocka A: X, =0 aj :%% _ F,L, v,
1 1
FL F.
totka B: x, =0= o7 =%z2 - 2IL3 . (4.25)
F,
odka Gy =0 o =il g Bl | Bh
’ 1 I I

Najvece normalno naprezanje uslijed savijanja odredit ¢emo odredivanjem pravca na kojem je naprezanje
uslijed savijanja jednako nuli prema:

FL, FL F, 1000 2
0,=0>—Fz =2y =0=z="y =——y ="y, 4.26
' e TR 150070 T3 (20

1

Najveée normalno naprezanje uslijed savijanja odredit ¢emo iz jednadzbe (4.25) za svaki dio nosaca,
postavljanjem uvjeta ekstrema funkcije o' koja ovisi o koordinatama y i z. Te koordinate nisu medusobno

nezavisne nego moramo postaviti uvjet koji opisuje konturu, odnosno vanjski rub presjeka jer na njemu je
najvece normalno naprezanje uslijed savijanja. Te su jednadZbe kako slijedi:

kontura (rub) = r’ =y; +z; >y, =+r’ —z;.

o-i:%zg_FzLa /rz_Z32 izojFle_Fng =2z, _ .
r - 1 dz I [ 2 [2_2
3 2

2

5 2 2 2
ST 1) . S 0 e PN 4.27)
\/7”2—232 F, r =2z F, F, F,

F, F22+F12 1:‘224'1:‘12 - \/F22+F12.
F’ F.
y; =% r’—r’ —="t—=1r -
Fy +F F’>+F?

U zadnjoj jednadZbi u (4.27) smo dobili koordinate s ekstremnim normalnim komponentama naprezanja.
UvrStavanjem tih vrijednosti u izraz za raspodjelu te komponente naprezanja dobivamo izraz za iznos
normalne komponente naprezanja kako slijedi:
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(0_3) — FlL3 r F1 F lﬁ Fz —
max \/F22+F2 \/F2+F2
L
F +F =4/F, +F L3 10002+15002400i=6,97 N/mm?.
/F +F2 2482665
(0}) =- Kb, K GBL K (4.28)
min \/F22 +F12 \/F22 +F12
=-6,97 N/mm®.

—JF? +Fflg§= —V/1000° +15007 400

2482665

Ovdje smo iskoristili poznavanje raspodjele normalne komponente naprezanja po presjeku u kontekstu
odredivanja predznaka koordinata za odredivanje ekstremnih vrijednosti, kako je prikazano na Slici 4.14. U
izrazima (4.28) vidimo da postoji dio koji predstavlja rezultantu sile koja djeluje u jednoj ravnini, Oy,z,,

odnosno, pomnoZeno L, Sto je ispuSteno od pocetka u (4.27), rezultanti vektor momenta savijanja. To ¢emo
iskoristiti u izracunu normalne komponente naprezanja na drugim mjestima nosaca. Isto bismo dobili da su

bili zapisani momenti savijanja tih sila.

g

M
oS

+

Slika 4.14. Raspodjela naprezanja po presjeku uslijed savijanja

Analogno izraCunu normalne komponente naprezanja uslijed savijanja za treci dio nosaca, izraCunat ¢emo

to za drugi i prvi dio nosaca kako slijedi:
M, =FL,=1500-200=300000 Nmm.
=F,L, =1000-400 = 400000 Nmm.

rez 2

24 =4,83 N/mm®.

(02) - Mm,2 500000

e T T 2482655
M

(02), =Mz, _ 00000

I 2482655

M, =FL, =1500-200= 300000 Nmm.

24 = —4,83 N/mm?.

M =FL,-FL =1500-400-1000-1000 = -400000 Nmm.

rez 1

M
(0) e = 11 p = 200000 )4 83 N/mm”.

2482655
M
(0) ' =— ety 300000 o) 4 g3 N/mm?,
I 2482655

\/M + M =~/300000? + 400000% = 500000 Nmm.

\/M + M =~/3000002 + 400000 = 500000 Nmm.

(4.29)

(4.30)
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Dodatno, normalnu komponentu naprezanja uzrokuju uzduzne sile na dijelovima dva i jedan pa je ukupna
normalna komponenta naprezanja na tim dijelovima jednaka zbroju:

(02)  =(02) '+ (0?) =4.83-2,044=2,786 N/mm’.

X

(0-2 )mm :(0-2)'min+(o-§ )a =—4,83-2,044 = —6,874 N/mm".

X x

4.31)
(1) =(0))\s+(0)) =4,83-3,066=1,764 N/mm”.

X

X x

(6)) =(0!) 't (0") =—4.83-3,066=-7.926 N/mm’.
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5. TEORLJE CVRSTOCE

U prethodnom poglavlju su prikazani primjeri opterec¢enja Stapova u kojima je viSeosno stanje naprezanja,
tj. istovremeno u materijalu postoje normalne i posmi¢ne komponente naprezanja. U tim slucajevima ne
moZemo usporediti dopusStene vrijednosti za rastezanje ili sabijanje ili smicanje dobivene u ispitivanjima pri
jednoosnom stanju naprezanja s odgovaraju¢im komponentama naprezanja u materijalu. Praksa i ispitivanja
su pokazala da takva viSeosna stanja naprezanja moramo ,,prera¢unati‘“ na jednoosno stanje naprezanja kako
bi to dobiveno naprezanje, koje moZemo zvati i ekvivalentno naprezanje, usporedili s dopuStenim za
jednoosno stanje naprezanja, dobiveno ispitivanjem materijala. Iz tog razloga su uvedene teorije ¢vrstoce
koje pokuSavaju predvidjeti pojavu plasticnog teCenja (trajne deformacije) ili loma pri opéem stanju
naprezanja na osnovi poznavanja ponaSanja materijala pri jednoosnom stanju naprezanja. Nijedna teorija
¢vrstoce nije sveobuhvatna, tj. nije primjenjiva na sve vrste materijala. Neke teorije su bolje za duktilne
materijale, neke su bolje za krhke materijale [1].

5.1. Energija deformiranja

U teorijama ¢vrstoce se spominju pojmovi energija deformiranja, dilatacijska i distorzijska energija.
Energiju deformiranja odredit ¢emo promatranjem elementarnog volumena prema Slici 5.1. Naprezanje o
na plostini dydz stvara rad na pomaku & dx, poCevsi od nenapregnutog stanja, iznosa:

dW (o, )=0dydze dx/2=0 ¢ dxdydz/2=0¢dV /2, 6.1
naprezanje 7, na plostini dxdz stvara rad na pomaku 7.,dz , pocevsi od nenapregnutog stanja, iznosa:
dw(z, )=z, dudyy,dz/2=7_y, dudydz/2=7,y,dV /2, (5.2)

i tako analogno za ostale komponente naprezanja.

U -
<>
1

dz dz >

SV

Slika 5.1. Deformiranje elementarnog volumena materijala [1]

Faktor 1/2 u izrazima za rad pojedinih komponenata naprezanja je zbog toga $to naprezanja po¢inju od
vrijednosti 0 sve do konac¢ne vrijednosti, pa je stoga rad jednak polovini kona¢ne vrijednosti naprezanja, kao
srednje vrijednosti kroz proces. Ukupni rad svih komponenata naprezanja na elementarnom volumenu jednak
je energiji deformiranja U i iznosi:

dW=(0.6,+0,6 +0.€. +T, 7, +7.%, +7.7,)dV/2=dU. (5.3)

Ako energiju deformiranja podijelimo s elementarnim volumenom dobivamo gusto¢u energije
deformiranja:

W _y - 54
- -Vo= (0.6, +06 +06 +7,7, +7,7, +7.7.)/2. (5.4)

Ako komponente deformacije prikazemo pomocu Hookeovog zakona preko komponenata naprezanja,
dobit ¢emo:
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U, =$(an +0,; +<ff)—%(<fx<fy +0,0,+ W%F%(fﬁv +TLHTL). (55

Gustoc¢a energije deformiranja ne ovisi o izboru koordinatnog sustava, pa ¢emo odabrati glavne osi
naprezanja kako bi pojednostavnili izraz (5.5):

1
U, ZE[GIZ +o, +o, -2v(o,0,+0,0, +0'30'1)] (5.6)

5.2. Distorzijska i dilatacijska energija

Deformiranje okoline svake tocke moZe se predstaviti kao promjena obujma — dilatacija i promjena oblika
— distorzija. Energiju deformiranja za promjenu obujma zovemo dilatacijska energija, a energiju promjene
oblika distorzijska energija [1, 7]. Svaki se tenzor naprezanja moZe rastaviti na sferni i devijatorski dio.
Sferni dio izaziva dilataciju a devijatorski izaziva distorziju. Matrica sfernog dijela tenzora naprezanja

[ Jje:

o, 0 O
[o7]=] 0 o, O] (5.7)
0 0 o,

Iznos komponenata sfernog naprezanja je o, = (O'x +0, +0'Z)/ 3. Matricu devijatorskog dijela tenzora

naprezanja [sl]] dobijemo ako od tenzora naprezanja oduzmemo sferni dio tenzora naprezanja:

CIRCAREA) 55

Gustocu distorzijske energije deformiranja dobijemo ako u izraz za gustoéu deformiranja (5.6) uvrstimo
devijatorske komponente naprezanja pa slijedi:

1-2v

1
Uy = E[(oq +0,+0,) -2(0,0,+ 0,0, +0,0, )] —— = (0,+0,+0,). (5.9)
Izraz (5.9) moZe se pojednostavniti na:
1+v
oa=6_E[(O-1_O-2)2+(O-2_O-3)2+(0-3_0-1)2] (5.10)

5.3. Teorija najveceg normalnog naprezanja

Prema ovoj teoriji opasnost od loma nastaje kada normalno naprezanje, najvece po apsolutnoj vrijednosti,
dostigne kriti¢nu vrijednost. Najvece od tri glavna naprezanja je mjerodavno za provjeru opasnosti od loma.
Uvjet ¢vrstoce je:

O.ekv = O-max < O.dop ’ (51 1)

gdje je o, ekvivalentno naprezanje, O, =max(|61 G3|) najvec¢e po apsolutnoj vrijednosti glavno

naprezanje i o, dopusteno naprezanje dobiveno ispitivanjem ispitnog uzorka. Za krhke materijale
dopusteno naprezanje je odredeno o, =0, /S, gdje je o statiCka Cvrstoca pri rastezanju, dok je kod
duktilnih materijala dopusteno naprezanje o,,, =0, /S, gdje je o, granica elastiCnosti, odnosno tecenja,

dok je S faktor sigurnosti. Ako materijal ima razli¢itu ¢vrstocu pri rastezanju i sabijanju, uvjet ¢vrstoce je:

0, <O, ops | 03| < O gopr 03 < 0. (5.12)

vdop?
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gdje je o, dopusteno “vlatno” naprezanje, a o,,,, dopusteno tla¢no naprezanje. Oba ova uvjeta moraju
biti istovremeno ispunjena. U slucaju dvoosnog stanja naprezanja uvjeti ¢vrstoc¢e prikazuju se pomocu
krivulja cvrstoce u koordinatnom sustavu Oo,0,, kako je prikazano na Slici 5.2. a). U svakoj tocki
konstrukcije postoji neko stanje naprezanja koje u ovom koordinatnom sustavu prikazujemo tockom T, s
koordinatama T(o,, 0,). Ako se tocka T nalazi unutar plohe kvadra prema Slici 5.2. a) ili kvadrata ABCD

prema Slici 5.2. b), nema opasnosti od plasticnog tecenja, ili loma, tj. ispunjen je uvjet ¢vrstoce. Ako se
tocka T nalazi na rubu kvadrata ABCD, uvjet ¢vrstoce nije ispunjen. U slucaju troosnog stanja naprezanja
uvjet ¢vrstoce je prikazan plohom cvrstoce, kako je prikazano na Slici 5.2. a).

T3

o, b
[ o:lop 2

> G
r// “\\\‘ 0:10p anp /

S . /
Ot-lop \ ,O(-l}/’
Tiop | o ¢ D
Tdop Tdop

a) b)

Slika 5.2. Ploha tecenja [1]: a) krivulja tecenja, b) teorija najveceg normalnog naprezanja

S '

Prema Slici 5.2. a) ploha ¢vrstoce je u teoriji najve¢eg normalnog naprezanja ploha koja omeduje kocku
stranica 20,,, . Srediste je kocke u ishodiStu koordinatnog sustava. Teorija najve¢eg normalnog naprezanja je

jedna od ranih teorija. Pokazalo se da je jedino dobra za krhke materijale u podrucju rastezanja.

5.4. Teorija najvece duljinske deformacije

Prema ovoj teoriji lom moZe nastupiti ako najve¢a normalna deformacija dostigne kriti¢nu vrijednost.
Kriterij ¢vrstoce je:

—» (5.13)

|€|mdx < ngP = E

gdje je |g|mX najveca apsolutna vrijednost duljinske deformacije. U slucaju da je |0'1| > |0'3| bit Ce:
o, -v(o,+0,) G

dop

= O,

< 5.14
E E ekv ( )

le

max |

=0,-v(o,+0,)<0,,.

U slucaju da je |o,|>|o| bit ce:

Gekv=|0'3—V((72+O'l)|S(7d (5.15)

op *

Krivulja ¢vrstoée prema ovoj teoriji je prikazana na Slici 5.3. I ova teorija se nije pokazala dobrom, pa se
danas rijetko koristi.
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o
ot-iop
!
/
!
/
1 /
v ] 1
i v
/
T a9
////’/ Ydop
I o
1 T+v
1—v|
1
1 ].+V
-

Slika 5.3. Krivulja tecenja teorije najvece duljinske deformacije

5.5. Teorija najveceg posmi¢nog naprezanja
Prema ovoj teoriji opasnost od plasticnog tecenja ili loma nastaje kada najveée posmi¢no naprezanje

dostigne kriti€nu vrijednost 7,,=0,,,/2. Za ope stanje naprezanja 7, = (0,—0,)/2, pa je uvjet

cvrstoce:

0,-0; Oop
STy = 5 =0,, =0,-0,<0,,.uz|0,| >|0,|>|0y]. (5.16)

Ovisno o predznacima glavnih naprezanja, a ako je jedno glavno naprezanje je jednako nuli, razlikujemo

tri slucaja:
® oba glavna naprezanja su manja od nule, ¢,, 0, <0, 0, =0 ekvivalentno naprezanje je o, =0;,

¢ oba glavna naprezanja su veca od nule, o,, 0, >0, 0, =0 ekvivalentno naprezanje je o, , =0,
e glavna naprezanja su suprotnog predznaka, o,>0,0,<0, o0,=0 ekvivalentno naprezanje je

O-ekv = O-l - 0-3 N
Krivulja ¢vrstoce prikazana je na Slici 5.4.
o b
B A
Ozlop
C
F g
Ozlop
D E
O:iop O:iop

Slika 5.4. Krivulja tefenja teorije najveceg
posmi¢nog naprezanja

5.6. Teorija najvece distorzijske energije

Prema ovoj teoriji opasnost od loma nastaje kada gustofa distorzijske energije dostigne kriti¢nu

vrijednost. Uvjet ¢vrstoce je:
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Uod - Uod dop (517)
Gustoca distorzijske energije je prema (5.10):
I+v
Uod26_E[(0-1_0-2)2+(62_63)2+(0-3_0-1)2:|' (5.18)

Ako pri jednoosnom stanju naprezanja naprezanje dostigne vrijednost o dopustena distorzijska

dop ?

energija iznosi:

1+v . (5.19)

od dop = 3E dop *

Izraz (5.19) nastaje kada u izraz (5.18) uvrstimo 0, =0,,,, 0, = 0, =0. Nakon uvodenja izraza (5.18) i
(5.19) u (5.17) dobivamo:

O =\/[(61 ~0,) +(0,-0,) +(0,—0, )2}/2 <Gy, (5.20)

€l

Ova teorija se naziva HMH teorija, prema njenim autorima M. T. Huber, R. von Mieses, H. Hencky. U
slucaju dvoosnog stanja naprezanja izraz (5.20) prelazi u:

2 2
0,, =0, +0, —0,0, <Oy - (5.21)

2 2
( 9 | _ % % | % | < (5.22)
O-dop O-dop O-dop O-dop

Sto je jednadZzba elipse. To slijedi iz ¢injenice da izraz (5.20) predstavlja jednadZzbu valjka polumjera

Taj izraz moZemo napisati kao:

R=+2/3 04, kojemu je os pravac o, =0, = 03, Sto predstavlja hidrostaticki pravac. Hidrostaticki pravac
predstavlja stanje hidrostatickog naprezanja, tj., sve tri normalne komponente naprezanja su jednake i
negativne. PresjeciSte tog valjka s koordinatnom ravninom Ooc,0, daje elipsu (5.22), odnosno krivulju
¢vrstoce. Krivulja ¢vrstoc¢e prema HMH teoriji prikazana je na Slici 5.5.

Jedna teorija nije pogodna za bilo koji materijal, i bilo koju kombinaciju komponenata naprezanja (stanje
naprezanja), pa je za duktilne (plasti¢éne) materijale najto¢nija HMH teorija, dok je bliska i teorija najveceg
posmi¢nog naprezanja, dok je za krhke materijale u podrucju rastezanja bolja teorija najve¢eg normalnog
naprezanja [1].

a A
B A
O:lop
C
oo
O(-iop
D E
O:lop O:iop

Slika 5.5. Krivulja tefenja teorije najvece distorzijske energije
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Primjer 5.1. Dimenzioniranje sloZeno optere¢enog vratila. Savijanje i uvijanje.

Na Slici 5.6. prikazano je vratilo promjera d s remenicama. Remenicom B, promjera D,, dovodi se
snaga P . Zanemaruju¢i gubitke, remenicom C, promjera D,, ta se snaga odvodi. Odrediti promjer vratila
prema teoriji najveceg posmicnog naprezanja i prema teoriji najvece gustoce distorzijske energije (HMH).
Zadano:

P=5500 W, n=960 min", D, =240 mm, D, =360 mm, L, =200 mm, L, =300 mm, L, =500 mm,

o, =220 N/mm®.

dop

| O

Slika 5.6. Vratilo optereéeno na savijanje i uvijanje

Vratilo prenosi snagu P =T ® na dijelu od, pojednostavljeno promatrano, sredine remenice B do sredine
remenice C. Kutna brzina jednaka je @=27zn/60=27960/60=100,53 s™'. Moment uvijanja T je veli¢ine:
P 5500

P=To—->T=—=
o 100,53

=54,71 Nm. (5.23)

Najveca vrijednost posmi¢ne komponente naprezanja uslijed uvijanja vratila jednaka je:

TT=1= 3T _ 543710 :2786335,74 N/mm?. (5.24)
W, zd’/16 7xd /16 d

Moment uvijanja na remenicama je ostvaren obodnom silom kao razlikom sila u krakovima remena. Za
remenicu B obodnassila (F, ) i sile u krakovima remena su:

(£),=L=22T10 45500 N,
r 240/2 (5.25)

> M =0=2Fr5-Fr,=(F) rn— F=(F) =45592N.
Za remenicu C obodna sila (F, )2 i sile u krakovima remena su:

(F),=L=22"10 30304 N.
r, 360/2 (5.26)

> M =0=2F,r,—F,r,=(F,),r, > F,=(F,),=303,94 N.

Na Slici 5.7. prikazane su reducirane sile na sredi$njicu vratila i pripadni momenti.
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C T
A B — \
T D \
—1 I — E T
R 3F2
. 3F,
3F, =

B C 3F,

A D
— 1+

1 T3F,

— 13F,

Slika 5.7. Opterecenja na vratilu

Sile reducirane na srediSnjicu vratila djeluju u dvije koordinatne ravnine, pa ¢emo iduce izraCunati
momente savijanja na mjestima koncentriranih sila. Momenti savijanja su prikazani na Slici 5.8. Za Oxzi
Oxy slijedi:

> F.=0—F;-3F+F;=0.
> M, =0-3FL+F;L,=0.

(5.27)
Fj =3FL [ L,=3-455,92(200/500) = 547,1 N.
F; =3F —F; =3-45592-547,1=820,66 N.
> F,=0— F] -3F,+F; =0.
M,=0-3F,L,+FJL,=0.
z z 272 I)L3 (528)

F) =3F,L,/L,=3-303,94(300/500) =547,1 N.
F) =3F,—F) =3-303,94—547,1=364,73 N.
Oxz
h ﬁ W

09421 Nmm

—

Ox 164132 Nmm

72946 Nmm el
109419 Nmm

5

T ‘ 54710 Nmm

tez

154744 Nmm
179611 Nmm

Slika 5.8. Momenti savijanja i uvijanja za vratilo
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Normalnu komponentu naprezanja uslijed savijanja ¢emo izracunati za slu¢aj momenta savijanja u dvije
ravnine kao u Primjeru 4.2. gdje smo izracunali rezultantni moment savijanja, pa ¢emo to uciniti i ovdje, na
mjestima ekstremnih momenta savijanja u jednoj i drugoj ravnini:

Y

M =\/M2, + M2 =+1641322 +72946* =179611 Nmm.
B,rez B zB (529)

Me,, =\ /M2 + M2 =~/1094197 +109421° =154744 Nmm.

Za jednoliki presjek vratila, i jednaki moment uvijanja na podruc¢ju od B do C, kriti¢an presjek je presjek
B. Normalna komponenta naprezanja jednaka je:

MB rez MB rez
O B max = W =7[d3’/32~ (5.30)
Posmic¢na komponenta naprezanja na istom mjestu jednaka je:
My _ M,
W, xd’/l6

TTB,max -

(5.31)

Budu¢i da ne moZemo izracunati iznos komponenata naprezanja na kriti€cnom mjestu, odredit ¢emo izraz
prema kojem moZemo izracunati ekvivalentni moment umjesto ekvivalentnog naprezanja. Budu¢i da postoje
dvije komponente naprezanja, ovo je dvoosno stanje naprezanja, a komponente naprezanja su prikazane na
Slici 5.9. Na Slici 5.9. a) je prikazano stanje naprezanja za toCku presjeka s maksimalnim normalnim
naprezanjem, a na Slici 5.9. b) s minimalnim.

Tr Tp

Ox Ox

a) b)

Slika 5.9. Komponente naprezanja u materijalu vratila: a) pozitivno normalno
naprezanje, b) negativno normalno naprezanje

Pretpostavljeni materijal ima jednaku &vrsto¢u pri rastezanju i sabijanju. Citatelj se moZe uvijeriti da je
ekvivalentno naprezanje jednakog iznosa ako se ratuna pomoc¢u komponenata naprezanja prema Slici 5.9. a)
ili 5.9. b), stoga provjera cvrstoa ne ovisi o odabranom predznaku normalnog naprezanja. Glavna
naprezanja za dvoosno stanje naprezanja su jednaka:

2
o +0. o —0, 1
o, = “2 Y+ ( X2 ’j +1; =5(0'Xi«/of+4r§).

U My (M) (M j ! ( 2 j
— Jrez + Jrez +4 M LY i\/ M (M ‘ 1
2l w \/( w J 2W ow | Brez ( Birez ) (M) (5.32)

1 1
0-1 = W(MB,N:Z + \/(MB,rez )2 + (MT )2 j’ 0-2 = W(MBJEZ - \/(MBICZ )2 + (MT )2 j.

Prema teoriji HMH ekvivalentno naprezanje jednako je prema (5.21):
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0, = 2‘1/‘/( Birez

G =G 407 0,0, = (M #A) (M, ) (M, +R) (M, ~E) =
LN(MB +JA )2 +(M,,, —VA )2 ~(My,, +NA)(M,,, —A )} = (5.33)

+f) o, ——W(MBM—x/Z)‘Az(MBm)ZHMT)Z.

2w

ﬁ[ Brez i| |:\/MBrez Brez) +3 :l \/MBrez+0’75M”1%‘

= M2, +0,75M2 =[179611* +0,75-54710° =185755 Nmm.

Sada moZemo odrediti promjer iz uvjeta ¢vistoce o, =M, /W <o, . pa slijedi:
P M M, 32 185755 32
7 Mo gosMan 32 GI8979532 o 49 1im, (5.34)
32 oy, Cop T 220 &

Obi¢no su strojni elementi izradeni prema sustavu standardnih brojeva (opisano u [11, 16]) pa sve
vrijednosti treba zaokruZiti na prvu vecu standardnu ili ,,okruglu‘ brojku, u ovom slu¢aju 25. Prema teoriji
najveceg posmi¢nog naprezanja ekvivalentno naprezanje jednako je prema (5.16):

1 2
O-ekv = O-l _0-3 :_(MB,rez +\/(MB,rez) +(MT )2 j

2w
1 1
0-1 :W(MB,N:Z +\/(MB,rez )2 + (MT )2 j’ 0-2 = W(MBJEZ _\/(1‘43»“51)2 + (MT )2 j.

Ovdje vrijedi da je o, algebarski najmanje glavno naprezanje pa treba provjeriti je li izraz u zagradi za

(5.35)

o, manji od nule ili ve¢i, jer u sluCaju da je manji od nule to glavno naprezanje u slucaju racunanja
ekvivalentnog naprezanja po teoriji najveéeg posmi¢nog naprezanja nije ¢, nego o, jer je jedno glavno

naprezanje 0, a vrijedi dogovor da je o, > 0, > 0,. Nadalje provjeravano gornju dvojbu:

M., —\/(MBM )+ (M)’ =179611-+/1796117 +54710° =
179611-187758 =—8147 Nmm.

(5.36)

Dakle, izraz (5.35) nije formalno ispravan, pa ¢emo to ispraviti na nacin:

1 2 1 2
O, :W(MB,WZ +\/(MB,rez) +(MT )2 j’ o, =0, O, :W(MBJEZ _\/(MB,rez) +(MT )2 j (537)

Ekvivalentno naprezanje prema teoriji najvec¢eg posmi¢nog naprezanja je:

1 2 2 1 2 2
O-ekv = (MB,rez + \/(MB,rez ) + (MT ) j - (MB,rez - \/(MB,rez ) + (MT ) ) =
2W 2W
| (5.38)
— M2 M2 M, =M +M? =1796112 +54710% =187758 Nmm.
W B,rez T \/ B,rez T
Sada moZemo odrediti promjer iz uvjeta ¢vistoce o, =M., /W < o,,, paslijedi:
M M, 32 187758 32
7d” Moy o s M 32 4 18775832 _ 5 56 mm | (5.39)
32 oy, Cup T 220 &

Prema standardnim brojevima prvi standardni broj veci od 20 je 25 pa ¢emo usvojiti standardni promjer
od d =25mm .
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Primjer 5.2. Tankostjena cijev optereéena unutrasnjim tlakom, uvijanjem i wuzduZnim
opterecenjem.

Na Slici 5.10. prikazana je tankostjena cijev promjera D/d , debljine stijenke s opterec¢ena unutra$njim
tlakom, uzduZnom silom i momentom uvijanja. Odrediti vanjski i unutrasnji promjer uz zadanu debljinu
stijenke prema teoriji najveceg posmi¢nog naprezanja. Zadano:

F =100 kN, M =40 kNm, p =100 bar, s=12 mm, o,,, =150 N/mm”.

op

U stijenci cijevi se javljaju posmi¢na komponenta naprezanja kao posljedica momenta uvijanja, normalna
komponenta naprezanja u cirkularnom smjeru, prikazano na Slici 5.11, kao posljedica unutrasnjeg tlaka i
normalna komponenta naprezanja na uzduznom pravcu kao posljedica uzduzne tlacne sile. Prema
membranskoj teoriji [3, 16] raspodjela cirkularnog naprezanja uslijed unutra$njeg tlaka je pretpostavljena
konstantna po debljini, a radijalnu komponentu naprezanja zanemarujemo jer je za tanke ljuske, gdje je uvjet
za tanku ljusku omjer debljine stijenke i srednjeg radijusa zakrivljenosti s/ R <1/20, tlak dva reda veli¢ine
manyji od cirkularnog naprezanja. Za cilindri¢nu cijev moZemo cirkularno naprezanje izracunati promatrajuci
ravnoteZu zamisljeno presjecene cijevi ravninom koja sadrzi simetralu cijevi, kako je prikazano na Slici 5.11.

a).

(/\ﬁv

>
M,

T

————

A

D

Slika 5.10. Tankostjena cijev optere¢ena unutrasnjim
tlakom, tlaénom silom i momentom uvijanja

Na vanjskoj stjenci cijevi radijalna komponenta naprezanja iS¢ezava, tj. ne djeluje pretlak. Ovdje ne¢emo
razmatrati raspodjelu radijale komponente naprezanja po radijusu (kroz stijenku). Razmotrit ¢emo
naprezanja na unutra$njoj i vanjskoj stijenci.

ﬁq/h

Slika 5.11. Naprezanje u stijenci cijevi [3]: a) izracunavanje cirkularnog naprezanja,
b) stanje naprezanja u stijenci cijevi
Na unutrasnjoj stijenci jedno glavno naprezanje je jednako 0. Za odredivanje ostala dva glavna naprezanja
moramo izra¢unati normalnu komponentu naprezanja u cirkularnom smjeru. Buduéi da ¢e cijev biti tanke
stijenke u odnosnu na unutrasnju radijus, moZemo pojednostavniti izracun, odnosno raspodjelu, cirkularne
komponente naprezanja po radijusu, odnosno kroz stijenku, pa ¢emo reci da je konstantna (to¢na raspodjela
je po zakonu hiperbole, iako je za npr. r, /r, =1,1 razlika o, otprilike 10% na vanjskoj prema unutrasnjoj

stjenci. Prema Slici 5.11. a) cirkularno naprezanja izraGunavamo prema:

10-
D F=0= pdb—2s0'¢b=0:>6¢zﬁ=MN/mm2, (5.40)

2s  2-12
gdje je F sila projicirana na radijalni pravac. Posmi¢na komponenta naprezanja uslijed momenta uvijanja je

jednaka:
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.= My b (5.41)
T 4 4
z(D*-(D-2s)")132 2
Normalna komponenta naprezanja uslijed uzduZzne sile je:
o =— ali -~ (5.42)
(D -(P-2s)")
Dva glavna naprezanja su:
2
. o.+0 c,—-0
(6.,) = : 2+ ( > ‘/’j +72. (5.43)

Buduéi da komponente naprezanja ovise nelinearno o promjeru, ne¢emo pokuSavati rijesiti izravno
jednadzbe uvjeta ¢vrstoce, nego ¢emo pokusati izraunati principom pokusaj — pogreska. Detaljnije o nacinu
rjeSavanja ovakvih jednadzbi numericki Citatelj moZe naci u [8, 13, 16, 18]. Korake pribliznog izracuna ¢emo
provesti na na¢in da odaberemo promjer, izracunamo komponente naprezanja i ekvivalentno naprezanje:

Oy =0, = 03. (5.44)

Citatelj se moZe uvjeriti da je ekvivalentno naprezanje veée za vanjski radijus od vrijednosti za unutra3nji
radijus, te ¢emo stoga kao mjerodavno uzeti ekvivalentno naprezanje na vanjskoj stijenci. Nakon
izracunavanja ekvivalentnog naprezanja utvrdimo gresku, odnosno, zadovoljavanje kriterija cvrstoce. Za
idu¢i korak mijenjamo promjer u cilju smanjenja greske po principu ako je ekvivalentno naprezanje vece od
dopustenog, povecavamo promjer, a ako je manje smanjujemo. Te korake provodimo dok ekvivalentno
naprezanje ne dode do unutar 5% od vrijednosti dopuStenog naprezanja, naravno, ispod vrijednosti
dopustenog naprezanja. Za odabrane vanjske promjere izraCunate su vrijednosti ekvivalentnog naprezanja
kako slijedi:

D=200mm = o, (D/2)=154,4 N/mm’.
D=220mm = o0,,(D/2)=140 N/mm’.
D=240mm = o, (D/2)=132,95N/mm"’.

D=210mm = o, (D/2)=146,1 N/mm’.

(5.45)

Najblize granici dopuStenog naprezanja dobivamo za vrijednost vanjskog promjera D=210mm, a

povecanjem vanjskog promjera smanjuje se ekvivalentno naprezanje. MoZemo ustvrditi da je D=210 mm
najmanji vanjski promjer koji zadovoljava uvjet ¢vrstoce unutar 5% od dopustenog naprezanja prema teoriji
najveceg posmi¢nog naprezanja.

Primjer 5.3. Tankostjena cijev optereé¢ena unutrasnjim tlakom, uvijanjem i savijanjem.

Na Slici 5.12. prikazana je tankostjena cijev promjera D/d , debljine stijenke s opterec¢ena unutra$njim
tlakom, momentom savijanja i momentom uvijanja. Odrediti vanjski i unutrasnji promjer uz zadanu debljinu
stijenke prema teorijama najveceg posmicnog naprezanja i najvece gustoce distorzijske energije (HMH).

Zadano: M =20 kNm, M, =30 kNm, p =100 bar, s =12 mm, o,,, =150 N/mm”.
M2 >

e M,

P

Slika 5.12. Tankostjena cijev optere¢ena unutrasnjim
tlakom, momentima savijanja i uvijanja
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U stijenci cijevi se javljaju posmi¢na komponenta naprezanja kao posljedica momenta uvijanja, normalna
komponenta naprezanja u cirkularnom i radijalnom smjeru, prikazano na Slici 5.13., kao posljedica
unutra$njeg tlaka i normalna komponenta naprezanja na uzduZznom pravcu kao posljedica momenta savijanja.
Na Slici 5.13. prikazana su dva isjecka cijevi radi pojasnjenja (prikaza) normalne komponente naprezanja
uslijed momenta savijanja, jer je na jednoj strani cijevi na pravcu okomitom na sredi$njicu cijevi i pravac
vektora momenta savijanja normalna komponenta naprezanja pozitivna, dok je na suprotnoj strani cijevi
(gledano “kroz” promjer cijevi na suprotnoj strani) ta komponenta naprezanja negativna. Na unutra$njoj
stijenci cijevi postoje dvije normalne komponente naprezanja, o, 0, i dvije posmi¢ne komponente, 7, , 1 to

dvije razli¢ite kombinacije na dijametralno suprotnim mjestima, dok su na vanjskoj stijenci dvije normalne
komponente naprezanja o, 0, 1 posmi¢ne komponente, 7., i to opet dvije kombinacije predznaka.

Slika 5.13. Stanje naprezanja na dijametralno
suprotnim mjestima na cijevi

Provjerit ¢emo sve cetiri kombinacije komponenata naprezanja, odnosno, za svaku kombinaciju
ekvivalentno naprezanje da bismo odredili kriticnu veli¢inu ekvivalentnog naprezanja. Normalna
komponenta naprezanja o, se izraCunava kao u prethodnom primjeru, prema (5.40):

pd 10-d
O,~—=—". 5.46
725 2412 (:40)
Normalna komponenta naprezanja uslijed savijanja izratunava se ovisno o radijusu prema:
M
o, = — F. 5.47)
(D' ~(D-25)")/ 64
Posmi¢na komponenta naprezanja uslijed uvijanja izracunava se ovisno o radijusu prema:
T, = My . (5.48)

7z(D4—(D—2s)4)/32r

Buduéi da iznosi komponenata naprezanja ovise o promjeru cijevi, moramo odabrati neki promjer da
bismo pojednostavnili odredivanje najvece vrijednost ekvivalentnog naprezanja, odnosno odredivanje
kriticnog mjesto na cijevi. Odabrat ¢emo vanjski promjer 10 puta veéi od debljine stijenke cijevi, tj.
D =10s =120 mm. Slijedi da su komponente naprezanja na unutras$njoj i vanjskoj stijenci:
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o - 20-10°
©7(120*-96*)/64
o, (r=48)=159,74 N/mm’, o (r=60)=199,68 N/mm".
. 30-10°
toz(120°-96") /32
7, (r=48)=119,81 N/mm’, 7, (r = 60) =149,76 N/mm”.
10-96

o, — =40 N/mm?.
2-12

r=3,328 r N/mm®.

r=2,496 r N/mm®. (5.49)

Ekvivalentno naprezanje ¢emo izracunati u cetiri tocke, A, B, C i D, kako je prikazano na Slici 5.14.
Komponente naprezanja u tocki A su:

o' (r=60)=-199,68 N/'mm*, 7, (r =60)=149,76 N/mm?, o, =40 N/mm?. (5.50)

Ove su komponente u jednoj ravnini pa ¢emo glavna naprezanja izraunati prema:

2 2
O _+O0 O —0O, — — —
(0,) =——=2+ ( x <"j +77 = 199’68”01\/[ 199’28 40) +149,76°.

2 2 2 (5.51)

(0,,) =-79,84+191,8 N/mm’ = ¢, =95,9 N/mm’, &, = 271,64 N/mm”.

U tocki A je na tre¢oj plohi naprezanje jednako nuli, pa su glavna naprezanja u toj tocki:
0,=95,9 N/mm’, 0, =0, 0, =-271,64 N/mm”. (5.52)

Ekvivalentno naprezanje prema teoriji najve¢eg posmi¢nog naprezanja je za tocku A:

Ol xen =0, — 04 =367,54 N/mm®. (5.53)
Ekvivalentno naprezanje prema teoriji najvece gustoce distorzijske energije (HMH) izraCunavamo prema:
O =\/%[(0'1—0'2)2+(0'2—0'3)2+(0'3—0'1)2}, (5.54)

pa je u tocki A ekvivalentno naprezanje prema HMH teoriji:

O s = \/%[(95,9)2 +(271,64)" +(=271,64-95,9)" | =330,2 N/mm”. (5.55)

Komponente naprezanja u tocki B su:

o’ (r=48)=-159,74 N/mm®, 7, (r=48)=119,81 N/mm”, o,=40 N/mm®. (5.56)

Slika 5.14. Raspodjela naprezanja uslijed savijanja

Ove komponente nisu u jednoj ravnini pa ¢emo glavna naprezanja izracunati prema:
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2 2
. o +0 c.—0 - - -
(0,) =%t % s ( g wj o 159,74+40i\/( 159,;4 40) 11988,

2 2 2 (5.57)
(6,,) =—59,87+155,98 N/mm’ = &, =96,11 N/mm’, 5, =—215,85 N/mm”.
Na tre¢oj plohi u toj tocki je glavno naprezanje jednako O, pa slijede glavna naprezanja:
0,=96,11 N/mm’, 5, =0 N/mm®, o, = -215,85 N/mm". (5.58)
Ekvivalentno naprezanje prema teoriji najveéeg posmicnog naprezanja je za toc¢ku B:
O nen =0, — 03 =311,96 N/mm?, (5.59)
a ekvivalentno naprezanje prema HMH teoriji je:
Ol i = \/%[(96,11)2 +(215,85)" +(~215,85-96,1 1)2} =274,7 N/mm?. (5.60)
Komponente naprezanja u tocki C su:
o, (r=48)=159,74 N/mm*, 7, (r = 48) =119,81 N/mm”*, o, = 40 N/mm”’. (5.61)
Ove komponente nisu u jednoj ravnini pa ¢emo glavna naprezanja izracunati prema
AL [ax —q,jz poi = 159,74+40i\/(159,74—40j2 .
2 2 2 2 (5.62)
(0,) =99,87+133,94 N/mm’ = ¢, = 233,81 N/mm?, 5, =-34,07 N/mm”.
Na tre¢oj plohi u toj tocki je glavno naprezanje jednako O, pa slijede glavna naprezanja:
0, =233,81 N/mm?, 0, =0 N/mm’, o, = 34,07 N/mm". (5.63)
Ekvivalentno naprezanje prema teoriji najve¢eg posmicnog naprezanja je za toc¢ku C:
O o =0, — 0, =267,88 N/mm®. (5.64)
a ekvivalentno naprezanje prema HMH teoriji je:
05, it = \/%[(233,81)2 +(34,07)" +(~34,07-233,81)" | =256,7 N/mm”, (5.65)
Komponente naprezanja u tocki D su:
. (r=60)=199,68 N/mm?, 7, (r =60)=149,76 N/mm?*, 5, = 40 N/mm”. (5.66)
Ove su komponente u jednoj ravnini pa ¢emo glavna naprezanja izracunati prema:
(0.)) - 0,40, , [ax -0, jz N 199,68+4Oi\/(199,68—40j2 149,762,
2 2 2 2 (5.67)
(0,,) =119,84£169,7 N/mm® = 0, = 289,54 N/mm’, &, = 49,86 N/mm”.
U toc¢ki D je na tre¢oj plohi naprezanje jednako nuli, pa su glavna naprezanja u toj tocki:
0, =289,54 N/mm’, 0, =0, 0, = —49,86 N/mm’. (5.68)
Ekvivalentno naprezanje prema teoriji najveceg posmi¢nog naprezanja je za tocku D:
O neny =0, — 0, =339,4 N/mm”. (5.69)
a ekvivalentno naprezanje prema HMH teoriji je:
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05, s = \/%[(289,54)2 +(49,86)" + (49,86 —289,54)" | =317,4 N/mm”. (5.70)

Usporedujuci ekvivalentno naprezanje u sve Cetiri tocke prema obje teorije, moZemo zakljuciti da je
najvece ekvivalentno naprezanje u toc¢ki A. To nam moZe posluZiti kao smjernica za jo§ krace odredivanje
kriticnog mjesta na cijevi optere¢enoj raznim optere¢enjima. Naime, ekvivalentno naprezanje je tim vece §to
je veca razlika normalnih naprezanja na razli¢itim presjecima, u nekoj tocki. Pod ,,razlika* podrazumijevamo
vecu razliku vrijednosti na nacin da postoje pozitivne i negativne normalne komponente na 3 presjeka u
nekoj tocki. U tocki A je jedno normalno naprezanje negativno, a drugo pozitivno. U tocki D jesu iste
apsolutne vrijednosti tih komponenata naprezanja, ali su oba istog predznaka, pa je i ekvivalentno naprezanje
manje. Nadalje ¢emo izracunavati komponente naprezanja, zatim glavnih i ekvivalentnog naprezanja za
razli¢ite promjere cijevi i pokuSati odrediti grani¢nu vrijednost promjera pri kojem je zadovoljen uvjet
¢vrstoce. Zadovoljavajuca tocnost za odredivanje promjera je razlika od 2% ekvivalentnog naprezanja u
odnosu na dopusteno. Rezultate izrauna je najjednostavnije prikazati u tablici, §to je prikazano u Tablici 5.1.

Tablica 5.1. Usporedba ekvivalentnih naprezanja za razlicite geometrije cijevi

o,
D, mm o ,N/mm’* o, Nmm’ ¢ N/mm’ o, (Nmm’> o0, o Nmm> o, .. N/mm’

o3,

90,99
150 -120,2 52,5 90,16 0 249,7 2189
-158,7
88,1
200 -63.,6 73,3 47,7 0 166,9 144,6
-78,6
96,6
230 -47 85,8 35,2 0 150,3 131,6
-55,7
97,4
240 -42,9 90 32,1 0 147,6 130
-50,2

Ovdje smo trazili promjer cijevi za koji je zadovoljen uvjet ¢vrsto¢e za obje teorije. Iz Tablice 1 je
vidljivo da je uvjet ¢vrsto¢e prema teoriji HMH zadovoljen za promjer cijevi od malo manje od 200 mm, tj.
za 200 mm je zadovoljen, dok prema teoriji najveceg posmicnog naprezanja to je zadovoljeno tek za 240
mm.

Primjer 5.4. Prostorni konzolni nosa¢ optereéen silama.

Na Slici 5.15. prikazan je nosa¢ na¢injen od cijevi promjera D/d optereéen silama. Odrediti promjer
cijevi ako je debljina stijenke s=4, prema teoriji najveCeg posmi¢nog naprezanja. Zadano:
F,=1500 N, F, =1000 N, L, =1000 mm, L, =200 mm, L, =400 mm.

Buduéi da je ovo zadatak iz Primjera 4.3. iskoristit ¢emo rjeSenje za dijagrame momenta savijanja i
uvijanja i uzduzne sile. kako je prikazano na Slici 4.13. Prvi mogudi kriti¢ni presjek je oznacen na Slici 5.15.
slovom A, te tamo izra¢unavamo rezultatni moment savijanja i uvijanja:

M = F,L, =1000-400 = 400000 Nmm, M = F,L, =1500- 400 = 600000 Nmm.

(5.71)

M =\(M24) +(M4) =400000° +600000° =721000 Nrun.

Drugi moguéi kriti¢ni presjek je oznacen na Slici 5.15. slovom B, te tamo izraCunavamo rezultatni
moment savijanja i uvijanja:
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M?, = F,L, =1500-200 = 300000 Nmm, M %, = F, L, =1500- 400 = 600000 Nmm.

P =\(M2,) +(M2)" =/300000° +600000° = 670800 Nmm. (5.72)

s

ME = F,L, =1500-400 = 600000 Nmm.

0%
E
'L,
Y
o E———— -
Ll
2y
2 &
X A
L
i 3 F2 4
O \
Fla

Slika 5.15. Prostorni konzolni nosa¢
Tre¢i moguéi kriticni presjek je oznaCen na Slici 5.15. slovom C, te tamo izraCunavamo rezultatni
moment savijanja i uvijanja:
Mfl =F,L, - FL, =1000-1000-1500-200 = 700000 Nmm.

M$ = F.L, =1500-400 = 600000 Nmm.
(5.73)

ME) +(MS)" =+/700000% + 600000° = 922000 Nmm,
MY = F,L, =1000-400 = 400000 Nmm.

Usporedujuéi iznose momenta savijanja i uvijanja u odabranim presjecima, uzimajuci pritom u obzir
jednadzbu za izra¢un ekvivalentnog momenta (5.38) prema teoriji najveceg posmi¢nog naprezanja, presjek C
ima najveci ekvivalentni moment, iznosa:

MG, = (ME) +(ME) =+9220007 +400000° = 1005000 Nmm. (5.74)

Dimenzioniranje konzole se nadalje provodi prema jednadzbi (5.39) pa slijedi:

z(D* - (D-8)* D*—(D-38)*
( ) > Mo, = ( ) > 10050002:46531,12 mm’. (5.75)
32D Caop D 220 &

U jednadzbi (5.75) nije lako izraziti vanjski promjer D eksplicitno, pa ¢emo koristiti princip pokusaj —
pogreska za pronalaZenje prihvatljivo priblizne vrijednosti za promjer, koje je prikazano:

D=70mm = (D'-(D-8)")/D=131909 mm’.
D=50mm = (D*-(D-8)")/D=62766 mm’. 576
D=40mm = (D*-(D-8)")/D=37786 mm’.
D=45mm = (D'-(D-8)")/D=49477 mm"’.

1z jednadzbi (5.76) je vidljivo da je zadovoljavajuce to¢na vrijednost za vanjski promjer D = 45 mm.
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Primjer 5.5. Idealno vratilo

Na Slici 5.16. prikazano je vratilo promjenjivog promjera d s uZetnicama. UZetnicom B, promjera D, ,
dovodi se snaga P .Zanemaruju¢i gubitke, uZetnicom C, promjera D, , ta se snaga odvodi. Odrediti promjere
vratila prema teoriji najveéeg posmicnog naprezanja prema kriteriju ,,idealnog vratila®“. Zadano:

F; =1500 N, D, =2000 mm, D, =1000 mm, L, =150 mm, L, =250 mm, L, =450 mm, o,,, =150 N/mm” .

N

Slika 5.16. Vratilo optereéeno silama
Sila F, stvara moment uvijanja koji uravnotezuje sila F,. Iz uvjeta ravnoteZe momenta uvijanja mozemo

izraCunati silu F, prema:

s =02 g2 g g P 15002°%% _ 3000 N, (5.77)
2 2 D 1000

2

Reakcije u lezajevima u Oxz i Oxy su:
> F.=0—F;-F +Fj;=0.
> M»=0-FL +F;L,=0.

(5.78)
Fi=FL /L =1500(150/450) =500 N.
F; =F —F;=1500—500=1000 N.
Y F,=0—>F)-F,+F;=0.
M?=0-F,L +FjL,=0.
Z z 2 D3 - (5.79)
F) =F,L,/ L, =3000(250/450)=1666,6 N.
F} =F,—F) =3000-1666,6 =1333,3 N.
F, =\/(F];’)2 +(F5) =\/(1666,6)2 +(500)° =1740 N. 550

2

F, =\/(FA>' ) +(F5) \/(1333,3)2 +(1000)" =1666,6 N.

Na osnovi izracunatih reakcija u leZajevima moZemo izracunati momente savijanja i uvijanja po vratilu,
prikazano na Slici 5.17. U kontekstu optimiranja strojnih dijelova, prvenstveno ustede materijala, moZemo
izraCunati promjer vratila kao funkciju koordinate x (naravno, u kona¢nom skupu tocaka, npr. 5 do 10
tocaka), 1 to koristiti kao temelj za konstruiranje vratila minimalne mase. Drugi aspekt optimiranja je
tehnologi¢nost izrade, i sama cijena uslijed potrebnih nacina i koli¢ine obrade, odvajanjem cestica ili
deformiranjem, $to sve nije uzeto u obzir u ovom proracunu. Idealno ovdje sluzi za isticanje principa
odredivanja promjera vratila, za odredeno mjesto uzduz vratila, takvog da je najvece naprezanje (ili
ekvivalentno) jednako dopuStenom, tj. materijal je iskoriSten svugdje najbolje mogucée. Prema teoriji
najveceg posmi¢nog naprezanja raCunamo ekvivalentni moment, pa iz te vrijednosti promjer.
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C
5 el
A D
)
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Z
M, -
U | L7100 000 Nmm
150 000 Nmm
M,
200 000 Nmm (| )
| 3333333 Nmm
R I
250 000 Nmm
=348 000 Nmm
M, 150 000 Nmm

Slika 5.17. Dijagrami momenata savijanja i uvijanja za vratilo

Za svaku odabranu tocku traZit ¢emo da je ispunjen uvjet ¢vrstoce:
M, 32 M, 32

My, =\M>+M2| = d* == "2 = = 5| ek 72 (5.81)
O-dop T O-dop T

Na mjestu djelovanja reakcija u leZajevima nema savijanja, no, postoji posmi¢no naprezanje uslijed
poprecne sile, Sto znaci da Ce kriterij za dimenzioniranje tog promjera biti najveée posmi¢no naprezanje.
Raspodjela posmi¢nog naprezanja po okruglom presjeku je prema [1] paraboli¢na, s najveCom vrijednosti
T .. =4F, /3A. Postavit ¢emo uvjet da je najvece posmi¢no naprezanje manje od dopustenog 7, , koje za

md® Mg,

o kv O-dop -
32 o,
dop

€

0p’

duktilne materijale moZemo u nedostatku to¢nijih podataka uzeti prema [1] 7,,, =0, /2.

Karakteristi¢ne tocke za izracun promjera idealnog vratila su mjesta lezaja, ili prijelaza s lezajnog rukavca
na §iri promjer, mjesto pocetka djelovanja momenta uvijanja, mjesto najveeg momenta savijanja itd. S
proracunatih devet promjera moZemo nacrtati idealno vratilo prema zadanim podacima, koje je prikazano na
Slici 5.18. Na Slici 5.18. a) prikazano je idealno vratilo u mjerilu. Radi isticanja skoka u promjeru na mjestu
uvodenja momenta uvijanja na sredini uZenice, Na Slici 5.18. b) je prikazano idealno vratilo s promjerima
dvostruko uvecanim. IzraZeniji skok u promjeru je vidljiv na x = 150 mm, sredini uZetnice B, gdje je ve¢i
moment uvijanja u odnosu na moment savijanja. Taj je skok manje izraZen na x = 250 mm, sredini uZetnice
C, gdje je moment savijanja znacajnije ve¢i od momenta uvijanja. Promjeri po odabranim mjestima su:

Studij strojarstva 79



Josip Hoster: CVRSTOCA 11

4 F, Oy 8 F
5 =0, 27, =2 ST, =T A=

dop
2 F 21 '

g = [22Fe _ /iﬂzam .
37 Oy, 3z 150

d> M M. 32 /83333 32
x2=50:>7z >—s %> ~—=d,, > 3———=17,82 mm.
32 Cgp T 150 =
150

O-dop
22099932 _ 50,26 mm.
T

3
M
v =150 =T M M

Gdop Gdop

My, g, = \/(Msm ) +(Mar10,)° =/(250000)° +(150000)" =291500 Nmm.

2: dlSO— >3
/4

291500 32 =27,05 mm.
150 =«

3
M M
zd >ﬂ:d3 >_ek"2:d150+ >3
T

O-dop O-dop

x, =150, =

4

M o0 = \/(M&200 )+ (M) =+/(294500)° +(150000)° =330500 Nmm.

3 M M
wd ekv - d3 >_ekv£: d200 >3 3305002 228,21 mm.

x;=200= >—=
Ciop Cop 7 150 =«
My r = \/(Ms,m )+ (Mo ) =1/(348000) +(150000)" =379000 Nmm,
M M
5 =250 =7 Ma  p Mo 32, 3/37195(:)002 =29,52 mm.
Cgop Cap 7 7 (5.82)
M M
v, =250, > FL My M 32 39800052 e .
Cop Cup 150 =«
’ M, 32 121 2
x8=350:>7[d >—=d’ > 53—:>d350>3 8003—=20,22mm.
Ciop C4p 7 150 =«
4 Oy 8 F
X, =450 =7, =——R<7, =—F o A=——F
T3 A 2 3 Cop
(5.83)

3z o 37z 150

dop

32 F, 321740
d450, :\/_ R = |— — = 6,28 mm.

a)

b)

Slika 5.18. Idealno vratilo, a) realan prikaz, b) promjeri dvostruko uveéani
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6. DINAMICKA CVRSTOCA

Pod pojmom promjenjivo optereéenje podrazumijeva se vremenski promjenjivo opterecenje, ali je mozda
1 bolje reci takvo opterec¢enje koje uzrokuje vremenski promjenjivo naprezanje u materijalu. Primjerice,
osovina na dva leZaja, prikazana na Slici 6.1., koja rotira i optere¢ena je stalnom popre¢nom silom na sredini,
ima stalno opterecenje, ali promjenjivo naprezanje u nekoj tocki materijala. Na Slici 6.2. prikazana je
promjena naprezanja u nekoj toc¢ki na obodu osovine koja rotira. Buduéi da se poloZaj tocke A mijenja u
odnosu na neutralnu os u ravnini Oxz, mijenja se naprezanje po iznosu i predznaku. Na Slici 6.1. a) je tocka
A u poloZaju A, pa je udaljenost od neutralne osi 0, stoga je i naprezanje 0, $to je predstavljeno tockom u
ishodistu na Slici 6.2. Kako rotira osovina, tocka A mijenja poloZaj prema gore, i tako se udaljava od
neutralne osi, pa je u nekom trenutku na najviSem poloZaju od neutralne osi, poloZaj A,, te stoga i na
najvecem naprezanju, prema Slici 6.1. b). Daljnjom rotacijom smanjuje se udaljenost tocke A od neutralne
osi, koja je predstavljena tockom Aj;, pa se naprezanje priblizava 0, prema Slici 6.1. ¢). Nakon toga
rotiranjem osovine se to¢ka A udaljava od neutralne osi u suprotnom smjeru, pa naprezanje raste i ima
suprotni predznak, do to¢ke A4, Slika 6.1. d). Dakle, iako je optere¢enje na osovini konstantno, naprezanje se
u materijalu moZe mijenjati tijekom vremena.

©
Slika 6.1. Rotiranje osovine na dva oslonca: a) polozaj 0°, b) polozaj 90°, c) polozaj 180°, d) polozaj 270°
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Slika 6.2. Promjena naprezanja pri rotiranju osovine na dva oslonca

Na Slici 6.3. a) prikazan je lom koljenastog vratila motora s unutra§njim izgaranjem. Tamniji dio povrSine
loma je nastao kroz cikluse naprezanja, a pocinje s ruba provrta. Na Slici 6.3. b) prikazan je lom pedale
bicikla. Lom pocinje s povrsine na kojoj je naprezanje uslijed savijanja bilo najvece, a postojala je pocetna
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greska u materijalu ili na povrSini uslijed obrade. Na Slici 6.3. c) prikazan je lom spojnice u klipnom stroju.
Pukotina se Sirila od vanjske povrSine kao mjesta s najve¢im naprezanjem i blizini uzro¢nika koncentracije
naprezanja. Na Slici 6.3. d) prikazan je lom S$tapa za podizanje ¢eki¢a u kovackom stroju. Taj je Stap
opterecen aksijalno pa je povrSina cikli¢nog oSte¢enja u unutraS$njosti presjeka, jer je jednako vjerojatno da

[7].

a) [30] ESYETI

c) [9] d 9]

Slika 6.3. Lomovi uslijed umora materijala: a) koljenasto vratilo, b) pedala, c) spojnica, d) Stap ¢eki¢a

6.1. Ciklus naprezanja

Yy
Ua \\O-max O L
N\ /—‘r srednja vrijednost
(T -
- >
ini S~ !

Slika 6.4. Ciklus naprezanja

Karakteristi¢ne veli¢ine u svakom ciklusu naprezanja, prikazanom kao sinusoida na Slici 6.4., su srednja
vrijednost, o, , amplituda, o,, te maksimalna i minimalna o, ,0,,, . Period ciklusa naprezanja je 7, no,

max °
ispitivanja dinamicke ¢vrsto¢e materijala su pokazala da frekvencija promjene naprezanja ne utjece znacajno
na ¢vrstocu, stoga nije oznacen kao utjecajna veli¢ina. Omjer najveeg i najmanjeg naprezanja oznacen je
kao faktor asimetri¢nosti ciklusa:
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p=—mn (6.1)

U slucaju rotiranja deformiranog Stapa, naprezanje ¢, u nekoj toc¢ki materijala na obodu Stapa se mijenja

harmonijski, sinusoidalno, opisano na Slici 6.1., pri ¢emu je srednja vrijednost ciklusa naprezanja o, =0, a

amplituda o, = (M W ) r.

6.2. Wohlerov dijagram

Prvi je osjetljivost na promjenjivo naprezanje primijetio i mjerio A. Wohler, 1859. Primijetio je pojavu
pucanja na osovinama vagona, koje su pucale pri manjim optere¢enjima od stati¢ke ¢vrstoce. Proveo je
mjerenja na uzorcima s razliitim amplitudama naprezanja i mjerio broj ciklusa do loma. Ta mjerenja
prikazana u dijagramu zovemo Wohlerov dijagram, prikazan na Slici 6.5. Za cCelik se pokazalo da nakon oko
10° ciklusa naprezanje koje moZe izdrzati vise ne opada (za &elik gotovo uopée ne opada, dok za legure
obojenih metala joS uvijek opada, ali je dogovorno postavljen taj broj), pa je to prozvano trajnom
dinami¢kom ¢&vrstocom. Za aluminijske i bakrene legure taj broj je oko 10°. Krivulja koja je redovno
prikazana u Wohlerovom dijagramu predstavlja vrijednosti za koje je 95% ispitnih uzoraka izdrzalo
ispitivanje, budu¢i da uvijek postoji rasipanje rezultata ispitivanja. Uobicajeni Wohlerov dijagram je
prikazan na Slici 6.5. a). Oznaka ¢vrsto¢e materijala ima dodatne oznake, tako da je donji indeks “r” oznaka
faktora asimetricnosti ciklusa, a gornji indeks “d” oznacava “dinamicka” kako bismo razlikovali tu
vrijednost od bilo koje staticke vrijednosti naprezanja.

Kada materijal, odnosno strojni dio, doZivi lom uslijed promjenjivog naprezanja, kaZzemo da je doslo do
loma uslijed umora (stariji izraz zamora) materijala [7, 16]. Pojednostavljeno re¢eno, lom uslijed umora
materijala predstavlja Sirenje, odnosno napredovanje oStecenja kroz materijal, u obliku pukotine, do trenutka
kada preostali nosivi materijal presjeka ne moZe podnijeti nastalo naprezanje i nastaje nagli lom. U
materijalu uvijek postoje nesavrSenosti grade, kao $to su u ¢elicima ukljucine, dislokacije, Supljine, pukotine,
itd. Na mjestima lokalnih koncentracija naprezanja uslijed nesavrSenosti grade nastaju uvjeti za Sirenje tog
oStecenja svakim ciklusom naprezanja. Ovisno o veli€ini naprezanja, otpornosti materijala Sirenju oStecenja,
karakteristici ciklusa naprezanja i sl. mogu se sve nesavrsenosti grade $iriti, i spajati u ve¢a oste¢enja, koja u
konacnici dovode do loma dijela. Budu¢i da je Sirenje oSte¢enja polagano, jer se broj ciklusa naprezanja do
loma broji u tisu¢ama, do milijuna ili ¢ak milijardi, ovisno o materijalu i strojnom dijelu, to napredovanje po
ciklusu je relativno malo. PovrSina koja je povezana sa Sirenjem oStecenja kroz cikluse naprezanja je obicno
svijetla, zrcalna, osim eventualno u agresivnim atmosferama, kada svaka slobodna povrSina moze oksidirati.
Povrsina koja je vezana s naglim lomom je obi¢no gruba, nezrcalna. Jedno ili viSe mjesta (tocaka) se nazire
iz presjeka kao mjesto(a) pocetka Sirenja oSteCenja. Ispitivanja materijala pokazala su da je najmanja
dinamic¢ka Cvrstoa za simetricni ciklus, s » = - 1. U Wohlerovom dijagramu je, ako drugalije nije
naznaceno, prikazana dinamicka ¢vrstoc¢a za simetri¢ni ciklus, » = - 1. Na Slici 6.5. b) prikazan je oCitavanje
vrijednosti dopustenog naprezanja u materijalu za odredeni broj ciklusa do loma (ovo nazivamo vremenskom
¢vrstocom, bududi je prihvatljivo da strojni dio izdrZi samo odredeni broj ciklusa, N). Na Slici 6.5. c)
prikazan je Wohlerov dijagram u log — log mjerilu. U tom mjerilu je istaknuta vrijednost prijelaza tzv.

niskociklickog podrucja, do broja ciklusa N,. Vremensku ¢vrsto¢u ozna¢avamo s 0';’( N - Za bilo koji drugi
ciklus, postoje druge vrste dijagrama iz kojih se mogu ocitati svojstva materijala za odredeni ciklus. Jedan
takav dijagram je Haighov dijagram. Drugi najc¢es¢e koriSteni dijagram, dostupan u raznoj literaturi je
Smithov dijagram.
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Slika 6.5. Wohlerovi dijagrami: a) oznaka dinamicke ¢vrstoce,
b) oznaka vremenske i dinamicke ¢vrstoce, c) u log-log mjerilu

6.3. Haighov dijagram

Za slucajeve kada je ciklus asimetri¢nosti ciklusa razli¢ite od r = - 1, jedan od dijagrama iz kojega je
moguce ocitati podatak o dinamickoj ¢vrsto¢i materijala je Haighov dijagram [7, 16], prikazan na Slici 6.6.
Krivulja na Slici 6.6. a) je grani¢na vrijednost, tj. funkcija dopuStene amplitude za odredeno srednje
naprezanje koje materijal moZe izdrzati. No, kako u strojnim elementima ne Zelimo pojavu plasti¢nog tecenja
(deformacije), tako ¢emo se ograni¢iti od odredenih stanja naprezanja koja uzrokuju pojavu plastiénog
te¢enja, u kontekstu Haighovog dijagrama, kako je prikazano na Slici 6.6. b). Srafirano podruéje je
predstavlja dopustiva stanja naprezanja, tako da ne dode do loma uslijed umora materijala, ni pojave
plasticnog teCenja. Naprezanje o, predstavlja granicu teCenja, odnosno elastiCnosti. Naprezanje o,

predstavlja statiCku ¢vrstocu. Za tocno opisivanje amplitude u Haighovom dijagramu su potrebna brojna
ispitivanja, koja su vremenski zahtjevna, pa se stoga pojednostavljuje dijagram, a jedan od nacina
pojednostavljenja je prikazan na Slici 6.6. ¢), s manje podataka. Pojednostavljenje znaci da nije dopustiva
pojava plasticne deformacije, znaci granica ukupnog naprezanja je granica tecenja, koje uz staticku ¢vrstocu
1 dinamicku ¢vrstocu za simetrican ciklus predstavlja sve vrijednosti koje su potrebne.
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Slika 6.6. Haighovi dijagrami: a) osnovni prikaz, b) ozna¢eno Srafirano podrucje bez
plasti¢ne deformacije, c) shematiziran
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6.4. Smithov dijagram

Drugi, i1 €es¢i u literaturi, dijagram dinamicke ¢vrstofe materijala za slucajeve kada faktor asimetri¢nosti
ciklusa pokriva vrijednosti razli¢ite od r = - 1, Smithov dijagram [7, 16], prikazan je na Slici 6.7. Gornja
krivulja predstavlja funkciju najve¢eg naprezanja o, , = f, (o, ) koje moZe materijal izdrZati beskonacno

ciklusa, dok donja krivulja predstavlja funkciju najmanjeg naprezanja o, = f, (o, )koje moZe materijal

izdrZati za neko srednje naprezanje. Smithov dijagram se takoder pojednostavljuje radi smanjenja broja
ispitivanja, a jedan od nacina pojednostavljenja je prikazan na Slici 6.8. Obi¢no se u jednom shematiziranom
Smithovom dijagramu prikazuju tri krivulje, za aksijalno opterecenje, savijanje i uvijanje. Presjeciste
vertikalne linije paralelne s vertikalnom osi na nekom mjestu srednjeg naprezanja daje dva presjecista, s
debelim kosim crtama u dijagramu. Ta presjeciSta predstavljaju najvece i najmanje dopustivo naprezanje u
materijalu koje ¢e materijal izdrZati da ne dode do loma. Detaljnije o primjeni Smithovog dijagrama ¢e biti
rije€i u primjerima.

h

Slika 6.8. Shematiziran Smithov dijagram

6.5. Koncentracija naprezanja. DopuSteno naprezanje

Dopusteno naprezanje u materijalu nekog dinamicki opterecenog strojnog dijela ne ovisi samo o vrsti
materijala i ciklusu naprezanja, nego i mnogo ovisi o geometriji dijela, povrSinskoj obradi, odnosno stanju
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povrsine, utjecaju atmosfere, odnosno okoline, veli¢ini, temperaturi i mnogim drugim utjecajnim veli¢inama.
Najznacajniji utjecajni parametar u “uobicajenim” uvjetima rada je geometrija dijela, odnosno koncentracija
naprezanja [7, 9, 16, 20, 21] uslijed geometrije. Kao najjednostavniji primjer za koncentraciju naprezanja
koristi Stap jednolikog okruglog presjeka, opterecen silama na krajevima, kako je prikazano na Slici 6.9.
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Slika 6.9. Raspod